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摘要: � 在二维数值流形方法的基础上 ,对三维数值流形进行了理论研究�� 研究了三维覆盖位移

函数,进行了三维数值流形的力学分析, 给出了三维流形单元的刚度矩阵, 详细推导了三维数值流

形的 Hammer积分及剖分规则, 系统地研究三维数值流形的理论体系与数值实现方法�� 作为数值

算例,给出了相应的悬臂梁的计算结果, 计算结果表明算法的精度和计算效益较高��
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引 � � 言

数值流形方法是利用�流形�的有限覆盖技术建立起来的一种最新数值方法[ 1, 2] �� 所谓

�流形�是把许多个重叠在一起的区域连接在一起,去覆盖全部材料体�� 数值流形方法用有限

覆盖系统把连续的和非连续的变形问题分析融为一体, 统一解决了有限元、非连续变形分析

(DDA)和解析法的计算问题,与之相比, 有限元方法只是它的一个特例�� 目前,二维数值流形

已经有一些研究,并且成功地运用于某些工程领域中
[ 3~ 5]

,本文在二维数值流形方法的基础

上,系统研究三维数值流形的理论体系与数值实现方法,力图建立起较为完善的三维数值流形

求解体系��

1 � 三维数值流形的覆盖系统

数学覆盖网格是与结构体无关、但必须覆盖全部材料区域的六面体网格�� 数学网格的每

个交点就是相应的数学覆盖的中心点, 分别记为数学覆盖 1, 2, 3, �, 36�� (图 1)

物理覆盖实际上就是材料边界与数学覆盖的交集�� 也即:结构的物理网格(包括材料边

界、裂缝等)再进一步剖分数学覆盖为多个不连续的区域��

三维流形单元的节点是物理覆盖的公共部分�� 材料体与数学覆盖的交集形成了分析域上

的物理覆盖系统,而三维流形单元则是各个物理覆盖的公共区或交集�� 在三维六面体网格的

情形下,三维流形单元必是 8个物理覆盖的公共区�� 以图 1中的单元 6为例, 单元 6的三维流

形单元是 8个物理覆盖的交集; 图 4是单元 6的 8个数学覆盖的交集��
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2 � 三维覆盖位移函数

2. 1 � 三维可能的覆盖位移函数[ 6]

图 1 � 物体的覆盖系统 �

在覆盖 Ui 上, ( ui ( x , y , z ) , v i ( x , y , z ) , w i ( x , y , z ) ) 是

点( x , y , z ) 在 x、y 和 z 方向上的位移 �� 覆盖位移函数

u i ( x , y , z )、v i ( x , y , z ) 和 w i ( x , y , z ) 可以表示成级数形式

u i =

ui ( x , y , z )

v i ( x , y , z )

w i ( x , y , z )

= S�Di � � ( i = 1, 2, �, 8) , ( 1)

S 是基本级数, Di 是物理覆盖自由度(广义位移)�� 通常取

为覆盖 Ui 上的常量函数或完全一阶近似函数��

整个物理覆盖系统上的总体位移函数可根据覆盖位移

图 2� 第 20个物理覆盖和数学覆盖 � � � � � � � � � 图 3 � 单元 6的覆盖 � � � �

图 4� 单元 6的 8个数学覆盖交集 � � � � � 图 5� 单元 6的 8个物理覆盖交集 � �

函数和权函数N i ( x , y , z )来确定�� 整个材料体的总体位移函数 u( x , y , z )、v( x , y , z ) 和w ( x ,

y , z ) 为:

� �

u( x , y , z )

v( x , y , z )

w ( x , y , z )

= �
q

i= 1

N i ( x , y , z )

ui ( x , y , z )

v i ( x , y , z )

w i ( x , y , z )

, ( 2)

N i ( x , y , z ) 为覆盖权函数,它满足:

� � N i ( x , y , z ) � 0 � � ( x , y , z ) � Ui , N ( x , y , z ) = 0 � � ( x , y , z ) /� Ui ,

� � �
( x , y, z � U

j
)

Nj ( x , y , z ) = 1��

3 � 三维数值流形方法的力学分析

3. 1 � 三维流形单元的刚度矩阵
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对一般覆盖的流形方法, 流形单元是物理覆盖相交的公共区域�� 刚度矩阵的积分域是整

个流形单元 e,它是几个物理覆盖 U0(1) , U0( 2) , �, U0( q ) 的交集�� 由单元 e的弹性应力的应变

能 � e为

� � �e =���V 12 ( �x �x + �y �y + �z �z + �xy�xy + �yz�yz + �zx�zx )dxdydz , ( 3)

式中积分覆盖单元的整个材料体积为 V, 则

� � �e =���V 12 ( �x �x + �y �y + �z �z + �xy�xy + �yz�yz + �zx�zx )dxdydz =

� � � � 1
2���VDT( e) BT( e) EB ( e) D( e) dxdydz =

� � � � 1
2
D
T
( e) ( VB

T
( e) EB( e) ) D( e) , ( 4)

因此,单元刚度矩阵为

� � Ke( r) e( s) = VB
T
e( r)EBe( s) , � � r , s = 1, 2, 3, �, q�� ( 5)

3. 2 � 三维流形单元的点应力矩阵与体应力矩阵

点荷载力 ( Fx , Fy , Fz )
T作用在单元 e中的点( x 0, y 0, z 0) 上, 它是 q 个覆盖Ue( 1) , Ue( 2) , �,

Ue ( q) 的交集�� 力作用点( x 0, y 0, z 0) 上的位移是( u( x 0, y0, z 0) , v ( x 0, y 0, z 0) , w( x 0, y 0, z 0) )��

� � 点荷载引起的势能 �P是

� � �p = - ( Fxu( x 0, y 0, z 0) + Fyv( x 0, y 0, z 0) + Fzw ( x 0, y 0, z 0) )��

点荷载矩阵为:

� � Fe( r) = [ T e( r) ( x 0, y0, z0) ]
T
[ ( Fx � Fy � Fz )

T
] , � � r = 1, 2, 3, �, q , ( 6)

其中 [ T e( r) ( x 0, y 0, z 0) ]
T
= [ v ( x 0, y0, z0) � u( x 0, y0, z0) � w ( x 0, y 0, z 0) ]��

同理,也可求出体荷载矩阵为:

� � Fe( r) =���V [ T e( r) ( x , y , z ) ]
Tdx dydz ( Fx � Fy � Fz)

T
, � � r = 1, 2, 3, �, q�� ( 7)

4 � 三维数值流形单元的Hammer积分

4. 1 � Hammer积分

在形成刚度矩阵及计算载荷列阵时,都涉及到对单元的积分�� 流形方法的积分在流形单

元上进行,由于结构形状的任意性,三维流形单元的积分区域可能为任意的多面体�� 可以通过

单纯形积分来实现对流形单元的积分�� 但是,由于单纯形积分的形式十分复杂,不便于编制通

用程序,因此本文引入Hammer积分[ 7, 8]��

以图 6所示的流形单元 P1P2P3P4P 5P6P 7P8 为例来说明单元的积分运算过程�� 流形单

元的积分区域 P 1P2P 3P4P 5P6P 7P8可以分解为6个四面体 P2P 3P4P7、P 1P2P 4P7、P1P 2P6P 7、

P1P4P7P8、P 1P6P7P8、P1P 6P8P 5, 如图6所示,对每个四面体积分区域可以采用Hammer积分

来进行数值积分��

设单元上的被积函数为 g ( x , y , z ) , 则其在流形单元上的Hammer积分表达式为

� � G = �
N

s= 1
�Vg ( x , y , z )dv = �

N

s = 1
�V g�( L i , Lj , Lm)dv =

� � � � �
N

s= 1

�s �
M

k= 1

�( k ) g�( a
( k)

) , ( 8)
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式中, �s为x、y、z 坐标系中被积区域的第s个三角形的体积; N 为流形单元积分区域分解成的

四面体的个数; M 为求积基点的数目; �( k ) 为求积系数(相当于加权系数) ; a
( k ) 为积分点的坐

标; g�为面积坐标下的被积函数��

图 6� 1个六面体流形单元及其产生的 6个四节点四面体单元

在三维四面体单元中,自然坐标是体积坐标, 积分具有如下形式:

� � I =�
1

0�
1- L

1

0 �
1- L

2
- L

1

0
F( L1, L 2, L 3, L 4)dL3dL 2dL 1��

三维四面体的Hammer积分可以表示为:

� � I =�
1

0�
1- L

1

0 �
1- L

2
- L

1

0
F( L1, L 2, L 3, L 4)dL3dL 2dL 1 =

� � � � A 1F
1
4 ,
1
4 ,
1
4 ,
1
4 + B4 F ( �, �, �, �) +

� � � � F ( �, �, �, �) + F( �, �, �, �) + F( �, �, �, �) , ( 9)

采用式( 9)的表达形式可以很方便地编制统一地计算机程序进行数值积分��

4. 2 � 剖分规则

Hammer积分在四面体上进行积分,要把多面体划分为若干个四面体,划分规则如下:

1) 以第一个点为公共顶点 P1;

2) 从多面体的所有边界面上找出点 P1 不在其上的面, 组成面的集合 F , 其中的每个面

分别记为 F1、F 2、�、Fn;

3) 把每个面 F i 划分为三角形,分别记为 F i1、Fi 2、�、F im ;

4) 每个三角形和点 P1就组成了一个四面体;

5) 由以上第2)步和第 3)步所得的所有三角形和点 P1组成的四面体就是原多面体剖分后

的所有四面体��

5 � 数 值算 例

如图 7所示悬臂梁, 末端受有垂直向下的集中力 P = 4 � 104N ; 厚度 t = 12 cm, 长L =

48 cm,宽 h = 12 cm;按平面应力问题分析�� 材料的弹性模量 E = 3 � 1011 N/ m2;泊松比 �=

0. 25, 不计自重��

计算网格采用如下剖分方案: 4个流形单元, 20个物理覆盖结点, 利用数值流形方法零阶、

全一阶覆盖位移函数分别进行计算�� 从图8所示的沿悬臂梁轴线 z 向位移结果可以看出,采

用零阶覆盖函数的流形方法,其 z 向位移与有限元法 8节点六面体等参元结果相同,与解析解
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偏离甚远; 而采用全一阶近似覆盖函数的流形方法,其位移解的精度与 20节点六面体等参元

相同, 基本上落在了解析解上�� 由此可见,这种 8节点流形单元的求解效率是很高的, 即使采

用图 7所示的较粗网格的单元划分也能得到接近精确的解答��

� � � 图 7� 悬壁梁 � � � � � � � � � � � � � 图 8 � 悬壁梁轴线 z 向位移 �

从计算时间上看,该 8节点流形单元在物理覆盖上采用全一阶近似覆盖函数时的单元自

由度是8 � 12= 96,比 20节点六面体等参元的 20 � 3= 60单元自由度要多些, 但是前者采用 2

� 2 � 2高斯积分,后者采用 3 � 3 � 3高斯积分,故综合各种因素,两者的计算时间是相当的��

实际的计算时间比较也与上面的分析符合��

6 � 结 � � 论

本文提出的方法精度和效率都是较高的�� 对于大型结构,该 8节点流形单元在物理覆盖

上采用全二阶或更高阶的近似覆盖函数还能够进一步提高数值求解的精度, 但是由于单元自

由度数和高斯积分阶数的增加,其计算时间上的开销也很大�� 这时可以混合使用各阶覆盖函

数的办法来提高效率,在应力应变剧烈变化或出现应力梯度的地方使用高阶覆盖函数,其它地

方采用零阶或一阶覆盖函数, 而高、低阶覆盖位移函数的过渡是自然、平滑的,不必采取任何措

施�� 这样的处理办法能够得到满意的求解精度和求解效率,比有限元法具有了更多的简洁性

和优越性��
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Theoretical Study of Three_Dimensional

Numerical Manifold Method

LUO Shao_ming, � ZHANG Xiang_wei, � L� Wen_ge, � JIANG Dong_ru
( Faculty of Mechan ica l &Electr onical En gin eer ing , Guan gdon g Unv ier sity of Technology ,

Guangzhou 510090, P . R . China )

Abstract: The three_dimensional Numerical Manifold Method( NMM) is studied on the basis of two_

dimensional numerical manifold method. The three_dimensional cover displacement function is stud-

ied. The mechanical analysis and Hammer integral method of three_dimensional numerical manifold

method are put forward, the stiffness matrix of three_dimensional manifold element are derived and the

dissection rules are given. The theoretical system and numerical realizing method of three_dimensional

numerical manifold method are systematically studied. As an example, the cantilever with load on the

end is calculated, the results show that the precision and efficiency is agreeable.

Key words: numerical manifold method; three_dimensional analysis; finite cover
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