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摘要 :  提出了一种处理不同系统之间的部分同步问题的方法# 给出了此问题意义下的部分同步

的定义,并以 Liapunov 函数方法分析了方法的稳定性, 推导出了控制项的形式# 通过实例对计算结

果的分析与讨论说明了该方法的可行性,并考察了同步系统的动力学行为且发现对于响应系统各

种动力学状态通过选取合适的控制项部分同步都能达到# 
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引   言

近年来,混沌同步得到越来越多的注意# Pecora 和 Carroll首先提出驱动响应系统的方法

以实现混沌同步
[ 1, 2]# 目前已从实验中发现了 4种不同类型的同步现象

[ 3]
(完全同步、相同

步、滞后同步和广义同步) ,并已建立了统一的数学定义
[ 4]# 混沌同步的研究成果已被应用到

神经元的动力学模型, 如Titz_Huge_Nagumo, Morris_Lecar和 Hodgkin_Huxleg 方程
[ 5, 6] # 但从目前

多数工作来看, 研究主要集中在两个相同系统之间,至多是两个系统参数略有不同# 

而最近有关生命科学的研究[ 7~ 10]表明大脑中的信息传输与同步有密切联系# 大脑是一

个具有层次结构的系统, 可以看成许多相互联系的神经网络组成,而这些神经网络在结构上是

可能有差异的# 因此就提出了如下问题: 1) 如何实现不同系统之间的混沌同步# 2) 如何进一

步将此类同步推广到描述两个不同网络之间的信息传输# 

我们认为只有对上述两个问题充分了解之后才能对大脑中的信息传输有深入的理解# 因

此,本文主要讨论两个不同系统之间的同步, 关于第 2)个问题, 将在其他文章中加以研究# 

全文组织如下: 第 1节给出问题的数学描述和处理方法的基本理论;第 2节中给出实例说

明在不同情况下两个不同系统都可实现部分混沌同步;在文章最后对结果作一些讨论# 

1  基 本理 论

文献[ 4]中给出了两个子系统之间的同步的一般定义# 考虑系统
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  Ûx = f 1( x, y , t ) ,  Ûy = f 2( x, y , t ) ,   x I R
k
, y I R

k# ( 1)

定义  系统( 1)中两个子系统关于性质 gx 和gy 是同步的, 如果存在不依赖时间 t 的映射

h: , R
k @ R

k y R
k
, 使得

  lim
t y ]

+h[ gx ( x( t ) ) , gy( y ( t ) ) ] + = 0, ( 2)

对所有轨道都成立, 其中 +# +为范数# 
将上述定义用来讨论两个不同系统之间的同步,为此考虑以下系统:

  Ûu = F( u ) ,  u I R
n
,  y = h1( u ) ,  y I R , Ûx = G( x ) ,  x I R

m
, ( 3)

把( 3)分为两个子系统,其中一个是驱动子系统

  Ûu = F( u ) ,  u I R
n
,  y = h1( u ) ,  y I R , ( 4)

其中标量 y 代表该子系统的输出# 另一个是响应子系统:

  Ûx = G( x) ,   x I R
m
, ( 5)

如果对系统( 5)加入由 x、y 及y 的混阶导数组成的控制项T( x, y , Ûy , &y , ,)# 则系统( 5)成为

  Ûx = G( x) + T( x , y , Ûy , &y , ,) , ( 6)

并且存在映射 h2: R
m y R使得

  lim
t y ]

+h2( x( t ) ) - y ( t ) + = 0, ( 7)

其中 x( t ) 代表(6) 中的轨道# 则我们称(3) 中驱动系统和响应系统在T的作用下达到部分同

步# 不失一般性,可取 h2为 x 的某一分量投影算子,即 h2( x( t ) ) = xi ( t ) , 则( 7)成为

  lim
t y ]

+x i ( t ) - y ( t ) + = 0# ( 8)

不妨设 n = m = 3,且取h1和h2为各自系统对第一分量的投影算子,即 y ( t ) = h1( u( t ) )

= u1( t ) , h2( x( t ) ) = x 1( t )# 即我们考虑如下系统:

  
Ûu = F( u) = A1u + f ( u) ,

Ûx = G( x) + T( x, u1, Ûu 1, &u1, ,) = A2x + g( x) + T( x , u1, Ûu1, &u1, ,) ,
( 9)

其中 u = ( u1, u2, u3)
T
, x = ( x 1, x 2, x 3)

T
, A1和 A2是 3 @ 3常数矩阵

  A1 =

a11 b11 c11

a12 b12 c12

a13 b13 c13

, A2 =

a21 b21 c21

a22 b22 c22

a23 b23 c23

,

f = (f 1, f 2, f 3)
T
, g = ( g 1, g2, g3)

T 是非线性光滑函数# 我们将讨论如何选取适当的 T 使得

  lim
t y ]

+u1( t ) - x 1( t ) + = 0# ( 10)

我们使用 Liapunov方法来处理,构造如下的 Liapunov函数

  V = ( x 1 - u1)
2
+ [ (1 + a21) x 1 + b21x 2 + c21x 3 + g1 - u1 - Ûu1]

2
, ( 11)

并选取 T = (0, T 2, T 3)
T 使得

2u1 + 2Ûu 1 + &u1 - (2+ a21) x 1 - b21x 2 - c21x 3 - (1 + a21 + g1x
1
) ( a21x 1 +

  b 21x 2 + c21x 3 + g 1) - ( b21 + g1x
2
) ( a22x 1 + b 22x 2 + c22x 3 + g 2) -

  ( c21 + g1x
3
) ( a23x 1 + b23x 2 + c23x 3 + g3) = ( b21 + g 1x

2
) T 2 + ( c21 + g1x

3
) T 3, ( 12)

通过计算,就可以得到

  dV/ dt = 2( x 1 - u1) (Ûx 1 - Ûu1) + 2[ (1+ a21) x 1 +

    b 21x 2 + c21x 3 + g 1 - u1 - Ûu 1] [ (1+ a21)Ûx 1 +

    b 21Ûx 2 + c21Ûx 3 + g 1x
1
Ûx 1 - g1x

2
Ûx 2 + g1x

3
Ûx 3 - Ûu1 - &u1] = - 2V, ( 13)

  V( t ) = V(0) e- 2t
, ( 14)
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记误差函数为 e( t ) = | x 1( t ) - u1( t ) | ,显然从( 11) ,我们可以得到 V( t ) \ e
2
( t )# 此就有

e( t ) [ V(0) e- t
, 即

  lim
t y ]

e( t ) = 0, ( 15)

这样响应子系统( 9)的第一分量 x 1( t ) 能与驱动子系统的第一分量 u1( t ) 达到同步# 

注  在实际应用中为了使条件( 12) 应尽量简单, 我们就要尽可能选取响应子系统中分量方程中简单的

分量作为达到同步的分量# 比如,当第一个分量方程是线性时,即在( 12)中, g 1 = g1x
1
= g1x

2
= g 1x

3
= 0, 则

条件(12) 可以大大简化# 同时注意到等式( 12) 右端含有T 2 和T 3两项, 可以估计实际情况作不同选取, 故方

法是可操作的# 

2  Lorenz系统和 Chen系统之间的部分同步

本节我们以 Lorenz系统和 Chen系统为例说明我们的方法# 取Lorenz系统为驱动子系统,

Chen系统为响应子系统# 

Lorenz系统和 Chen系统分别是

  Ûu = R( v - u) , Ûv = Qu - v - uw, Ûw = uv - Bw , ( 16)

  Ûx = a( y - x ) , Ûy = ( c - a) x + cy - xz , Ûz = xy - bz# ( 17)

我们选取子系统( 17)的 x ( t ) 作为同步分量,子系统(16) 的 u ( t ) 作为输出,为实现两系统

之间的部分同步,据上述讨论,我们可以选取控制项为(0, T 2, 0) T
, 则系统( 17)成为

  Ûx = a( y - x ) , Ûy = ( c - a) x + cy - xz + T 2, Ûz = xy - bz# ( 18)

我们构造如下的 Liapunov 函数:

  V( t ) = ( x ( t ) - u( t ) )
2
+ [ (1 - a) x ( t ) + ay ( t ) - u( t ) - Ûu ( t ) ]

2
, ( 19)

并选取控制项 (0, T 2, 0)
T
为如下形式:

  T 2 =
2a - ac - 2

a
x - (2 + c - a) y + xaz +

2
a

u +
2
a
Ûu +

1
a

&u, ( 20)

通过计算,有

  dV( t ) / dt = 2( x ( t ) - u( t ) ) (Ûx ( t ) - Ûu ( t ) ) + 2[ (1 - a ) x ( t ) + ay ( t ) -

    u( t ) - Ûu ( t ) ] [ (1- a)Ûx ( t ) - aÛy ( t ) - Ûu ( t ) - &u( t ) ] = - 2V( t ) , ( 21)

则有 V( t ) = V(0) e- 2t
,即 | x ( t ) - u( t ) | [ V(0) e- t

, 即

  lim
t y ]

+x ( t ) - u( t ) + = 0,

如此 Lorenz系统和 Chen系统达到部分同步# 

注 我们强调指出上述方法中我们对 a、b、c和R、Q、B没有任何要求# 换句话说,对于 Lorenz 系统( 16)和

Chen 系统( 17)任意的动力学行为, 我们总是可以选取适当的 T 使得系统(18) 的第一分量 x ( t ) 与输出 u( t) 达

到部分同步# 

以下我们给出 3个数值结果来说明这个结果# 

1) 令 a = 35, b = 3, c = 28, R = 3, Q= 10, B= 1使得Lorenz系统处于不动点状态, Chen

系统( 17)为混沌状态# 分别选取两个系统初值为( 2, - 1, 5)和( 1. 310 0, 4. 301 1, 25. 226 7)# 

计算结果可见图 1和图2, 可以发现 lim
t y ]

+x ( t ) - u( t ) + = 0, 且系统 ( 18)趋于不动点# 

2) 令 a = 10, b = 3, c = 2, R= 10, Q= 28, B= 8/ 3使得Lorenz系统处于混沌态而Chen系

统(17)处于不动点状态# 分别选取两个系统初值为( 1. 619 7, 3. 184 5, 8. 412 8)和( 1, 1, 2)# 结果

见图3和图4# 从图3, 可见系统( 18)的分量 x ( t ) 与Lorenz系统的分量 u同步# 而从图4可见
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 图 1  误差函数 u( t) - x ( t ) (原 Chen 系统处   图 2 加入 T 后的 Chen系统(原 Chen系统处

于混沌而 Lorenz系统处于不动点状态) 于混沌而 Lorenz 系统处于不动点状态)

 图 3 误差函数 u( t ) - x ( t) ( Lorenz 系统处于   图 4 加入 T 后的 Chen系统( Lorenz 系统处于

混沌而 Chen 系统处于不动点状态) 混沌而 Chen 系统处于不动点状态)

 图 5 误差函数 u( t ) - x ( t) ( Lorenz 系统和   图 6 加入 T 后的 Chen系统( Lorenz 系统和

Chen系统都处于混沌) Chen 系统都处于混沌)

系统( 18)此时是混沌的# 

3) 令 a = 35, b = 3, c = 28, R= 10, Q= 28, B= 8/ 3使得 Lorenz系统和Chen系统( 17)都

处于混沌态# 分别选取两个系统初值为( 1. 619 7, 3. 184 5, 8. 412 8)和( 1. 310 0, 4. 301 1,

251226 7)# 结果见图 5和图 6# 从图 5,可见系统( 18)的分量 x ( t ) 与 Lorenz系统的分量 u 同

步# 而图6显示此时系统( 18)仍处于混沌但是此时的吸引子与 Chen系统( 17)的吸引子不同# 
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3  讨   论

为了研究两个不同系统之间的部分混沌同步问题, 我们给出了一种新的方法# 而且在我
们的方法中,我们仅需要在响应系统中加入控制项,因而此方法是可行的# 值得特别注意的是

无论响应子系统原来吸引子是何种类型,不动点也好, 极限环也好,或者混沌态也好,在我们的

方法中都可以通过选取适当的控制项来实现部分同步# 
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Abstract: A new method for partial synchronization between different systems was obtained. The

definition of partial synchronization under which the problem works is given. The stability of the

method is analyzed by the Liapunov function method and the condition of choosing the control term is

derived. The reliability of this method is proved by some numerical examples, in which the dynamical

behaviors of the synchronized systems are observed and it is found that whatever state the response

system is partial synchronization can be always achieved by adding some proper control term.

Key words: chaos; chaos synchronization; partial synchronization
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