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摘要: � 转子轴承系统是一类多自由度非线性动力系统, 广泛应用于工程实际�� 设计观念和维修

体制的变革提出了稳定性量化分析的要求�� 本文利用轨线保稳降维方法提出了转子系统稳定性

的量化分析方法�� 首先,对高维非线性非自治转子系统进行数值积分,将 n 维空间的轨线映射为

一系列一维的映象轨线,并将各自由度的运动方程中除该自由度外的所有状态变量用积分结果代

换,得到 n 个互相解耦, 含有多个时变参数的单自由度方程�� 然后, 在一维观察空间的外力位移扩

展相平面上定义了动态中心点, 研究转子系统中常见的几种运动的动态中心点动能差序列的特

点,给出了上述典型运动形式的轨线稳定裕度的定量评估指标, 应用灵敏度分析技术快速有效地

预测周期运动的倍周期分岔点和Hopf分岔点�� 以一个具有非线性支承的滑动轴承柔性转子模型

为例,证明了该方法的有效性��
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引 � � 言

转子轴承系统是一类重要的多自由度非线性动力系统,广泛应用于工业实际�� 由于转子

难以完全消除不平衡量, 因此,由不平衡量造成的系统工频振动就成为此类系统的典型运动形

式�� 在数值计算、实验观测和生产实际中,均发现非线性转子系统由周期运动失稳为倍周期运

动、概周期运动和混沌运动的现象�� 因此,研究转子系统周期运动的稳定性具有重要的理论意

义和工程实用价值��

周期运动的定量分析,传统采用的是以摄动法和渐进法为代表的各种近似分析方法,如

KBM法,多尺度法,平均法等�� 其优点是: 通过少量计算即能得到有关解的性质及其与一些参

数之间定量关系的一个概貌�� 但由于只适用于弱非线性问题及低维系统, 应用受到限制�� 适
用于非线性振动系统定常运动的数值计算方法主要有两大类:一类设法把常微分方程周期解

的计算转化为非线性代数方程组的求解问题,如 Garlerkin法、Chebyshev法;另 � 类则是常微分
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方程直接数值积分, 如点映射、胞映射、广义胞映射以及打靶法�� 虽然这些方法可以利用 Flo-

quet 理论分析周期解的稳定性并确定分岔点的位置,但由于没有裕度的概念,只能用试探法搜

索分岔点, 所需的计算量非常大�� 另一方面, Floquet乘数的计算需要利用系统所有变量的信

息,这就为其工程应用带来困难�� 更为重要的是, 转子系统的设计观念正从过去单一的重视功

能性向可靠性和稳定性与优良的功能受到同样的重视转变;同时,维修体制也正在从传统的时

候维修制和定期维修制向视情维修制转变�� 正是这样的两个变革对稳定性的量化研究提出了

迫切的要求�� 本文基于已在电力系统稳定性量化分析中得到广泛应用的轨迹保稳降维变换,

在一维观察空间定义了轨迹稳定裕度 (以下简称稳定裕度) ,给出了基于稳定裕度的非线性转

子系统周期运动分岔点的预测方法,利用该方法对一个具有非线性支承的滑动轴承柔性转子

系统的动力学行为进行了量化分析��

1 � R n � R1 的轨线保稳降维

轨线保稳降维变换[ 1]是将 R
n 轨线稳定的充要条件严格地保存在某个映象中的线性变换��

通过该变换将 R
n 积分空间与R

1观察空间分离,即在 R
n 空间中积分或从物理系统中测量以保

证轨线的精确性,而从 R
2或 R

1映象轨线中抽取出原系统有关的动力学特性��

针对多自由度相对运动的有界稳定性,提出了互补簇惯量中心相对运动( CCCOI_RM)保稳

变换和互补簇簇际能量壁垒准则( CCEBC)
[ 2]�� 其商品化的软件包已在中国、韩国、法国、加拿

大和美国的许多大学和电力系统中得到工程应用,实现了快速定量分析��

针对多自由度系统绝对运动的结构稳定性,例如非线性转子系统的动力学行为,提出了坐

标轴投影法�� 在 R
n 空间积分得到所有的轨线,其中每一条轨线代表了一个观察空间, 这时的

变换矩阵为单位阵�� 由于每一个观察空间的轨线都严格地包含了其它( n - 1) 个观察空间的

影响,因此,高维转子系统分岔特性的研究就变成了在观察空间中分析观察轨迹特征并从中抽

取原系统动力学特性的问题�� 实际工作中,并不需要逐个观察空间进行分析,而只需选择认为

重要的观察空间来分析并预测系统的分岔点��

轨线保稳降维变换通过积分,将 DAE、非线性、非自治性、多自由度等一系列困难, 统一转

换为一维或二维轨线的动力学特性的抽取问题�� 它既具有数值积分法在求取时间响应方面几

乎无限的能力, 又兼有(扩展)相平面法的简明性和机理性, 将非线性动力学分析从定性的范畴

提升到量化��

2 � R 1观察空间转子系统的运动特征

2. 1 � 动态中心点动能差序列
动态中心点指的是在 R

1观察空间的外力位移扩展相平面上的一次有界摆动中,外力为零

的点, 如图 1( a)、图 1( b)中的 O1、O2、O3、O4 点, 其对应于一次摆动过程中的动能极值点
[ 3]��

相应点的动能分别用K ( O1)、K ( O2)、K ( O3)、K ( O4) 表示�� 动态中心点动能序列由同向各摆
次的动态中心点的动能所构成;动态中心点的动能差序列为同向摆次的相邻两个动态中心点

动能之差的绝对值, 分别用 K13、K 24 表示��

2. 2 � R
1
观察空间转子系统的运动特征

转子系统常见的工频周期运动(以下简称周期运动)、倍周期运动、概周期运动在 R
1 观察

空间的轨迹特征和动态中心点的动能差序列见图 1至图 3��

不同稳态运动的动能差序列均有两种瞬态方式�� 周期运动动能差序列经过短暂的瞬态达到
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最大值后,其瞬态衰减过程既可能从最大值依次递减,也可能波动地递减到达稳态,稳态值为零,

如图3( a)、图 3( d)所示�� 倍周期运动动能差序列的一种方式是经过短暂的瞬态达到最大值后逐

渐递减;另一种方式则是经过短暂的瞬态达到最小值,从最小值逐渐递增直到稳态, 稳态值为一

常数,如图3( b)、图3( e)所示�� 概周期运动经过短暂的瞬态后,或者从最大值波动地递减到稳态,

或者从最小值波动地递增到稳态,稳态时为有规律的波动,如图 3( c)、图 3( f)所示��

稳态时,不同的运动对应的稳态动能差序列的特征参数见表 1�� 根据表 1中的特征参数

来判断运动轨迹是否达到稳态,并同时确定运动轨迹的运动类型��
表 1 稳态动能差序列的特征参数

运动 形式
特 征参 数 K 13 �K13 E (K 13) D(K 13) �E(K 13)

周期运动 0 0 0 0 0

倍周期运动 C1 0 C1 0 0

概周期运动 概周期波动 概周期波动 C2 C3 0

� � 表中 �K13为K 13序列相邻两值的差值; E( K13) 为 K13序列在一个样本长度内的均值; D( K 13) 为 K13序列

在一个样本长度内的均方差; �E (K 13 ) 表示 E( K13) 序列的变化程度; C1、C2、C3为常数��

3 � 稳 定裕 度

3. 1 � 周期运动稳定裕度

周期运动的稳定裕度用动能差序列衰减的快慢程度来衡量�� 衰减的快慢,是系统阻尼大

小的衡量指标�� 衰减速度越快,说明阻尼越大则系统越稳定�� 该衰减速度用动能差序列包络

线的衰减指数来表达�� 求取衰减指数, 首先需截取动能差序列的瞬态衰减过程,然后求出其包

络线序列�� 利用下列曲线拟合包络线序列:

� � z = ae
- bn

, ( 1)

式中 n 为周期数, z 为动能差之值, b 为衰减指数�� 定义周期运动的稳定裕度为:

� � �= min( bK
13
, bK

24
) , ( 2)

其中 bK
13
、bK

24
分别为根据动能差序列 K 13、K 24计算出的衰减指数��

3. 2 � 倍周期运动稳定裕度

随着参数的变化,系统经过倍周期分岔, 其运动状态由周期运动变为倍周期运动�� 倍周期

运动的明显特征是稳态时动能差序列为常数 C1, 该数值为一个周期内最大摆次中的最大动能

与同向摆动的另一个摆次中最大动能的差值的绝对值�� 它反映了倍周期运动中低频分量的大
小以及倍周期运动的剧烈程度,故定义倍周期运动的稳定裕度为:

� � �= - C1, ( 3)

C1 越大表示倍周期运动中低频分量越大, 倍周期运动程度越剧烈, 即 �越负,系统的失稳程度

越严重�� 临界状态时, �= 0��

3. 3 � 概周期运动稳定裕度

随着参数变化,系统发生Hopf分岔, 周期运动变为概周期运动,由于存在�锁模�现象,还

会有N周期运动出现�� 概周期运动两个频率成份的比值为无理数,在外力位移扩展相平面上

表现为一带状结构, 如图 1( c)所示;而在相图上表现为在一有界圆环内不封闭的运动轨迹,如

图2( c)所示;这使得稳态时动能差序列呈现概周期波动, 如图 3( c)、图 3( f)所示�� N周期运动

与概周期运动所不同的是相轨迹与外力位移轨线是以 NT 为周期的封闭曲线, 在动能差序列
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上则表现为严格的周期特征��

( a) 工频周期运动 � � � � � � � � ( b) 倍周期运动 � � � � � � � � ( c) 概周期运动

图 1� 扩展相平面上轨迹

( a) 工频周期运动 � � � � � � � � ( b) 倍周期运动 � � � � � � � � ( c) 概周期运动

图 2 � 相平面上的轨迹

( a) 工频周期运动 � � � � � � � � ( b) 倍周期运动 � � � � � � � � ( c) 概周期运动

( d) 工频周期运动 � � � � � � � � ( e) 倍周期运动 � � � � � � � � ( f) 概周期运动

图 3 � 动能差序列

鉴于概周期运动动能差序列的非周期特征,研究时必须选择合适的样本长度�� 定义一个

(或连续几个)近似周期内的动能差序列为一个样本长度, 用 p n 表示,如图 3( c)所示�� 计算出

pn 后,按照 pn 为样本长度在动能差序列上依次截取形成一个样本序列�� 计算对应于每一个

样本长度内动能差序列的均值 E(K 13) 和均方差 D(K 13) ,从而形成一个均值序列和一个均方

差序列�� 均值序列的变化程度用 �E (K 13) 表示
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� � �E (K 13) =
| E i+ 1( K 13) - E i ( K 13) |

E i ( K 13)
, ( 4)

其中 Ei ( K 13) 和 E i+ 1( K 13) 为均值序列中相邻的两个数值��
概周期运动轨线的非周期程度用轨线到达稳态时动能差序列的一个样本长度内的均值

E (K 13) 表示,该值反映了概周期运动动态中心点动能差的平均变化程度�� 动态中心点动能

差的波动幅度用动能差序列一个样本长度内的均方差 D(K 13) 表示�� 因此, 概周期运动的稳

定裕度包含以下两个内容:

� � �= ( �p, �pd) , �p = - E(K 13) , �pd = - D (K 13) , ( 5)

其中 �p用来判断周期运动到概周期运动的分岔点, �pd 用来判断倍周期运动到概周期运动的

分岔点�� �越负说明系统失稳程度越严重,概周期运动越剧烈,临界状态时, �= 0��

4 � 分岔点预测

4. 1 � 稳定裕度的灵敏度分析
系统分岔点处的稳定裕度为零,故预测分岔点的问题就是求取使稳定裕度为零的参数值

�lim�� 当参数发生变化时,系统的稳定裕度也会相应发生变化�� 参数 �的微小变化对观察空

间的轨迹稳定裕度�的影响,可以通过 �对于�的各阶灵敏度系数来反映�� 不论系统多复杂,

总是可以用数值摄动法来求取稳定裕度在任何目标参数方向上的各阶灵敏度系数��

在得到与对象参数初始工作点 �0对应的稳定裕度 �( �0) 后,按指定的目标方向取数值摄

动量 ��, 求取 �( �0+ ��) ,则用数值摄动法得到 �对于�的一阶灵敏度系数为:

� � S� = ( �( �0+ ��) - �( �0) ) /��, ( 6)

基于线性假设时,

� � �lim = �0- �0/ S��� ( 7)

由于不同运动类型稳定裕度的定义不同,预测分岔点时需要把灵敏度分析与二分法结合

应用��

图 4� 具有非线性支承的滑动轴承

柔性转子系统示意图

4. 2 � 算例
支承在具有非线性支承的滑动轴承上的柔性转子示意图如图 4 所示�� Om 为转子的质
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心, O1、O2、O3分别为轴承、转子、轴颈的几何中心, m和�分别为转子的质量和质量偏心距, K p

为轴的刚度, �和 �分别为轴的旋转角和旋转角速度, m0为轴承座的质量, K 1 和 K 2分别为支

承轴承座的刚度, C1为支承结构的阻尼系数, C2为转子圆盘的粘性阻尼, R为轴承座的内径, r

为轴的直径�� 图5为轴承截面图, ( X , Y)为固定坐标, ( e , �) 为旋转坐标�� e为轴颈中心的偏

心距, �为旋转坐标的方向角�� 无量纲运动方程如下[ 4]
:

图 5 � 滑动轴承截面图

� �
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( 8)

其中�� 表示 d/ d ��� b = ( � / f ) (1/ a) , a
2
1 = CO

m
Cp1a

2��

无量纲参数 �1 = 0. 01, �2 = 0. 02, f = 0. 3, Cp1 = 2. 0, CO
m
= 0. 2, �= 1. 0, � = 0. 1, �=

0. 05时, 用 a作为控制参数, 利用 x 1 轨迹预测周期运动的分岔点�� 选初始值 a0 = 0. 2, 步长

�a = 0. 1, 经过6步搜索预测到参数 a的倍周期分岔点为ac = 0. 614 3�� 利用直接数值积分得

到的倍周期分岔点为 0. 65[ 4]��

无量纲参数 �1 = 0. 01, f = 0. 3, Cp1 = 2. 0, CO
m
= 0. 2, �= 1. 0, � = 0. 1, �= 0. 05, a =

2. 0时, 用 �2作为控制参数在 x 1观察空间预测周期运动分岔点�� 初始值 �20 = 0. 02, 步长 ��2

= 0. 02,经过 4步搜索得到的系统的Hopf分岔点为 �2c = 0. 043 9�� 利用直接数值积分得到的

倍周期分岔点为 0. 05[ 4]�� 由此可见,该方法有比较好的收敛精度��
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5 � 结 � � 论

1) 基于轨迹稳定裕度的非线性转子系统周期运动分岔点的预测方法由于利用了灵敏度

技术,与试探法相比搜索过程大大的加快了�� 稳定裕度的引入使得非线性转子系统的稳定性

分析从定性分析上升为定量分析��
2) 通过数值方法很容易求得高维系统的响应轨迹, 并实现各自由度的解耦, 故本方法极

易推广到高维系统�� 此外,基于轨迹的特点使得该方法具有较好的工程应用前景��
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Abstract: Rotor_bearings systems applied widely in industry are nonlinear dynamic systems of multi_

degree_of_freedom. Modern concepts on design and maintenance call for quantitative stability analysis.

Using trajectory based stability_preserving, dimensional_reduction, a quantitative stability analysis

method for rotor systems is presented. At first, a n _dimensional nonlinear non_autonomous rotor sys-

tem is decoupled into n subsystems after numerical integration. Each of them has only one_degree_of_

freedom and contains time_varying parameters to represent all other state variables. In this way, n d-i

mensional trajectory is mapped into a set of one_dimensional trajectories. Dynamic central point

( DCP) of a subsystem is then defined on the extended phase plane, namely force_position plane.

Characteristics of curves on the extended phase plane and the DCP� s kinetic energy difference se-

quence for general motion in rotor systems are studied. The corresponding stability margins of trajec-

tory are evaluated quantitatively. By means of the margin and its sensitivity analysis, the critical pa-

rameters of the period doubling bifurcation and the Hopf bifurcation in a flexible rotor supported by

two short journal bearings with nonlinear suspensionare determined.

Key words: nonlinear rotor system; bifurcation; stability margin; extended phase plane; dynamic cen-

tral point; kinetic energy difference sequence
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