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隐式极限状态方程可靠性研究
�
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摘要: � 针对非线性隐式极限状态方程失效概率的计算,提出了精度更高的改进的均值二次法, 并

提出了与响应面法相结合的改进均值法, 给出了所提方法的实现策略�� 具体算例表明, 改进的均

值二次法的精度较改进的均值一次法有明显提高,而改进均值法与响应面法结合后的精度改善更

为明显,并且这种结合方法对响应面法的插值点位置不敏感,插值点在较大范围内变化均能得到

稳健的高精度结果,从而说明所提方法的有效性��
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引 � �言

针对显式极限状态方程失效概率的计算,目前已经有非常多的成熟方法��但在很多工程

问题中,我们常常不知道输入量和输出量的解析关系, 而只知道它们的数值关系,也即极限状

态方程是隐式关系��计算这种隐式方程失效概率最直接的方法就是Monte_Carlo 法, 然而此方

法对于小概率事件的计算工作量是不能为工程设计人员所接受��目前计算隐式极限状态方程

失效概率采用的较多的方法是响应面法( response surface method: RSM) [ 1~ 3]和改进的均值一次

法( advanced mean value first order:AMVFO)��AMVFO方法在计算隐式极限状态方程的失效概率

时,是将极限状态函数在均值点处展开成一次式,这种方法对于非线性问题[ 4]精度不高, 于是

在本文中将此方法推广为在均值点展开成二次式的形式( advanced mean value second order:

AMVSO) ,显然这种推广计算工作量将会增加,但其计算精度也提高了很多��传统的 RSM 是将

真实的隐式极限状态函数用一个不含交叉项的二次插值多项式来代替,通过选择合适的插值

点来确定插值多项式中的待定常数,并通过迭代运算来保证解的精度��这种传统的响应面法

的计算精度明显要受插值点位置的影响,并且插值函数的形式与原真实函数的近似程度也将

对计算精度产生较大影响��为此在文中将响应面法与改进的均值一次法或改进的均值二次法

相结合��利用响应面法所求得的近似设计点,来得到精度更好且稳定的失效概率值��
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1 �改进的均值二次法

设所讨论的问题包含的基本随机变量为 �x = x1, x 2, � , xn ,为讨论方便起见, 设 x 1, x 2,

� , xn 服从独立的正态分布,即 xi ~ N ( �i , �
2
i ) , i = 1, 2, � , n; �i和�i 分别为x i的均值和均方

差,隐式极限状态函数为 g ( �x )�� 类似于改进的均值一次法, 将 g( �x ) 在均值点 �� =

�1, �2, � , �n 处展开成如下形式

� � g( �x ) = g ( ��) + �
n

i= 1

�g
�xi ��

( x i - �i ) +

� � � � � 1
2 �

n

i= 1
�
n

j= 1

�2 g
�xi�xj ��

( x i - �i ) ( xj - �j ) + H2( �x ) =

� � � � � g 2( �x ) + H 2( �x ) , ( 1)

其中 g2( �x ) 包含一次项和二次项, H 2( �x ) 为除一次项和二次项以外的高次项��
为了求 g2( �x ) < 0时的失效概率 p f, 可以采用以下步骤:

1) 给定 g2( �x ) 不同的值 g
( j)
2 , j = 1, 2, � , J�� 即令

� � g2( �x ) = g
( j)
2 , � � j = 1, 2, � , J�� ( 2)

2) 对应于( 2)式中的第 j 个极限状态方程,可以采用已有的可靠性方法求得其相应的设计

点 �x ( j )
D 和可靠度指标 �

( j)�� 若不考虑高次项的修正,以点( g
( j)
2 , �(- �( j )

) ) , ( j = 1, 2, � , J ; �

为标准正态分布函数) 绘出的曲线作为 g( �x ) < g
( j )
2 的近似累积失效概率曲线的方法,则称为

原始的均值二次法( mean_value_second_order ( MVSO) )��

3) 为了考虑高次项的影响,我们将根据 g (�x ) 与 �x 之间的数值关系求得( 2) 式每个极限状

态方程设计点 �x ( j )

D 处的真实极限状态值 g( �x ( j )

D ) , j = 1, 2, � , J�� 则有下列关系成立

� � �(- �( j)
) = P g2( �x ) < g

( j )
2 , � � � j = 1, 2, � , J , ( 3)

� � �(- �( j)
) � P g ( �x ) < g( �x ( j )

D ) , � � j = 1, 2, � , J�� ( 4)

以点 ( g( �x ( j )

D ) , �(- �
( j )

) ) 绘出的曲线即是原隐式极限状态方程考虑了高次项修正后的

累积失效概率曲线, 该方法就是改进的均值二次法��

2 �与响应面法相结合的改进均值法

对于改进均值法来说,不论是改进的均值一次法还是改进的均值二次法,展开点的选取对

于计算结果的精度将有较大的影响��展开点越接近原始极限状态方程的设计点,则计算结果

越准确,因此我们可以采用响应面法先确定一个原极限状态方程的近似设计点,然后再以所求

的近似设计点代替均值法中的均值点,进行一次或二次展开, 并加高次项进行修正, 则可以进

一步提高计算精度��与响应面法相结合的改进均值法的基本步骤如下所示:

1) 确定响应面插值函数 �g ( �x ) 的形式为不含交叉项的二次多项式,即

� � �g ( �x ) = a0 + �
n

i= 1
aixi + �

n

i= 1
bix

2
i�� ( 5)

2) 首次确定响应面函数中的 2n+ 1个待定常数时, 以均值点 ��= �1, �2, � , �n 为插值

中心,并另外在第 i 个坐标轴方向上分别偏离插值中心点 � f�i (f 为插值系数) 的距离,选择另

外2n 个插值点,便可唯一确定( 5) 式中的 2n + 1个常数��

3) 求出响应面极限状态方程 �g ( i)
( �x ) = 0的设计点 �x ( i)

D = x
( i )
D1 , x

( i )
D2 , � , x

( i)
Dn (上标( i )

表示第 i 次迭代的结果)��
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4) 以点 ( ��, g( ��) ) 和点( �x ( i)
D , g( �x ( i )

D ) ) 进行线性插值, 插得 g ( �x ( i)
M ) 近似为 0的 �x ( i)

M =

x
( i )
M1 , x

( i )
M2 , � , x

( i )
M n ,其第 j 个坐标如下所示:

� � x
( i )
Mj = �j + ( x

( i)
Dj - �j )

g ( ��)

g( ��) - g( x
( i)
D )

, � � j = 1, 2, � , n�� ( 6)

5) 以 �x ( i )
M 作为下一次插值的中心点,重复步骤 1) ~ 5) ,直至前后两次算得的可靠度指标

的相对误差满足 | ( �( i)
- �( i- 1)

) / �( i )
| < ��( ��为精度要求)时,停止迭代运算��

6) 设响应面法经过 k 次迭代运算后得到了收敛的设计点为�x ( k )
D ,以 �x ( k )

D 作为改进均值一

次法或改进均值法二次法的展开点,重复第 2节中的改进均值二次法的类似的步骤,即可得到

与响应面法相结合的精度更高改进均值法的解��

3 �实 例计 算

为检验本文所提方法的精度, 我们列举了几个常用来检验响应面法精度的例子��在算例

中虽然给出了极限状态方程的解析式, 但在计算时我们只是利用它们的数值关系,而不利用其

解析关系,也即将它们作为隐式方程来对待��

例 1�设某悬臂梁的自振频率为 �,假定弹性模量 E、材料密度 �、梁的厚度 t 和长度L 为

相互独立的正态变量,各基本随机变量的均值和变异系数如表 1所示��
表 1 基本变量的分布参数

基本变量 E � t L

均值 107 2. 5� 10- 4 0. 98 20. 0

变异系数 0. 03 0. 05 0. 05 0. 05

�与基本随机变量之间的关系为

� � � = 1. 016 Et
2
/ ( �L

4
)��

为检验本文所提方法的效率, 我们分别将用改进的均值二次法( AMVSO) , Monte_Carlo 法和

改进的均值一次法(AMVFO)计算得到的结果列于表2中��表2中列出了极限状态方程为 �=

360时,由各种方法计算得到的可靠度指标、失效概率及失效概率的相对误差�� 其中在与响应

面法相结合的改进均值法中, 还考虑了当插值系数 f 取不同值时对失效概率的影响��
表 2 极限状态方程 � = 360 时例 1的结果

� 方法 � pf 失效概率相对误差 ef ( %)

�

f = 1

f = 2

f = 3

Monte_Carlo

AMVFO

AMVSO

2. 904 287

2. 918 435

2. 918 837

0. 001 840 52

0. 001 759

0. 001 757

���

4. 43

4. 54

响应面法

与响应面法相结合的改进均值法

2. 811 789

2. 904 896

0. 002 463

0. 001 836 94

33. 8

0. 19

响应面法

与响应面法相结合的改进均值法

2. 811 923

2. 904 937

0. 002 462

0. 001 836 7

33. 8

0. 21

响应面法

与响应面法相结合的改进均值法

2. 807 471

2. 904 948

0. 002 497

0. 001 836 64

35. 7

0. 21

� �从表 2中可以得到: 1) 用传统的迭代响应面法计算结构的失效概率与由 Monte_Carlo 法得

到的精确解相比相对误差较大,本例中大于 30%��但是在响应面法的基础上, 再结合改进的
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均值法来计算结构的失效概率时的相对误差就非常小,不大于 0. 21%�� 2) 随着插值系数 f 的

增加时,响应面法结果的误差略有增加;而与响应面法相结合的改进均值法的结果却不受 f 的

影响��因此,将响应面法与改进均值法结合不但计算精度提高了,而且还有一定的稳定性��

例 2�设非线性极限状态方程为
� � g( x , y ) = exp[ 0. 2x + 6. 2] - exp[ 0. 47y + 5. 0] ,

假定基本变量 x、y 是相互独立的且服从标准正态分布��图 1给出了 Monte_Carlo法、均值一次

法(MVFO)、改进的均值一次法( AMVFO)、均值二次法(MVSO) 和改进的均值二次法( AMVSO)

的计算结果��
表 3 g( x , y ) = 0 时例 2的结果

� 方法 � pf 失效概率相对误差 ef ( %)

�

f = 0. 5

f = 1

f = 2

f = 3

f = 4

Monte_Carlo

AMVFO

AMVSO

2. 348 036

2. 760 073

2. 361 806

0. 009 436 32

0. 002 889

0. 009 093

���

69. 4

3. 64

响应面法

与响应面法相结合的改进均值法

2. 348 403

2. 348 029

0. 009 427

0. 009 436 52

0. 1

0. 002

响应面法

与响应面法相结合的改进均值法

2. 345 766

2. 348 017

0. 009 494

0. 009 436 82

0. 61

0. 005

响应面法

与响应面法相结合的改进均值法

2. 351 232

2. 348 036

0. 009 356

0. 009 436 32

0. 85

0

响应面法

与响应面法相结合的改进均值法

2. 357 394

2. 348 036

0. 009 202

0. 009 436 34

2. 48

0. 000 2

响应面法

与响应面法相结合的改进均值法

2. 369 804

2. 348 036

0. 008 899

0. 009 436 34

5. 69

0. 000 2

� 图 1� 例 2的计算结果� � � � � � � � � 图 2� 例 3的计算结果

� � � � � � � � � 表 4 基本变量的分布参数

变量 Sy F A

均值

标准差

600 1 000 2

30. 0 33. 0 0. 1

� �从图 1中可以看出改进的均值二次法与Monte_Carlo 法求出的精确解最接近��表 3中列出

了极限状态方程为 g( x , y ) = 0时,由各种方法计算得到的可靠度指标、失效概率和失效概率

的相对误差��

从表 3中可以看出: 1) 改进的均值二次法计算的失效概率相对误差只有 3. 64%, 而改进
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的均值一次法计算的失效概率相对误差却有 69. 4%�� 2) 与响应面法相结合的改进均值法可

以大大提高解的精度,传统的迭代响应面法计算结果的精度受插值系数 f 影响, 而响应面法与

改进均值法相结合后的计算结果受 f 影响很小��
表 5 g( Sy , F , A ) = 0 时例 3的结果

� 方法 � pf 失效概率相对误差 ef ( %)

�

f = 1

f = 2

f = 3

Monte_Carlo

AMVFO

AMVSO

2. 253 464

2. 276 974

2. 269 697

0. 012 114 92

0. 011 394

0. 011 613

���

5. 95

4. 14

响应面法

与响应面法相结合的改进均值法

2. 269 708

2. 269 256

0. 011 613

0. 011 626 36

4. 14

4. 03

响应面法

与响应面法相结合的改进均值法

2. 269 729

2. 269 238

0. 011 612

0. 011 626 9

4. 15

4. 02

响应面法

与响应面法相结合的改进均值法

2. 269 904

2. 269 232

0. 011 607

0. 011 627 08

4. 19

4. 02

� � � � 图 3� 例 4的计算结果

� �例 3�极限状态方程为
� � g( Sy , F , A ) = Sy - F/ A = 0,

假定 Sy , F和A 是相互独立的随机变量, 且服从正

态分布,它们的均值和标准差列于表 4中��结算

结果列于图2和表5中��

例 4�极限状态方程为
� � g( Sy , F , A ) = Sy - F/ A = 0,

假定 F 和A 是相互独立的随机变量, 且服从正态

分布, 将 Sy 视为常量,它们的均值和标准差列于

表6中��结算结果列于图 3和表 7中��
� � � � � � � 表 6 基本变量的分布参数

变量 Sy F A

均值

标准差

570 1 000 2

� 33. 0 0. 1

� � 表 7 g( Sy , F , A ) = 0 时例 4的结果

� 方法 � pf 失效概率相对误差 ef ( %)

�

f = 1

f = 2

f = 3

Monte_Carlo

AMVFO

AMVSO

2. 126 707

2. 129 256

2. 125 583

0. 016 722 18

0. 016 617

0. 016 769

���

0. 63

0. 28

响应面法

与响应面法相结合的改进均值法

2. 125 622

2. 126 707

0. 016 767

0. 016 722 18

0. 27

0

响应面法

与响应面法相结合的改进均值法

2. 125 628

2. 126 707

0. 016 767

0. 016 722 18

0. 27

0

响应面法

与响应面法相结合的改进均值法

2. 125 748

2. 126 707

0. 016 762

0. 016 722 18

0. 24

0
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� �在例3和例4中,我们可以得到类似于例1和例 2的结论��从图2和图 3中可以明显地看

出,在 4种方法中改进的均值二次法的相对误差最小��此外, 与响应面法相结合的改进均值法

的相对误差明显地减小, 而且计算结果不受插值系数的影响��

4 �结 � �论

本文所提出的 2种解决隐式极限状态方程可靠性问题的新方法的物理概念是非常明确的��

通过增加展开式的阶数来提高改进的均值法对非线性问题的适应性��用近似的设计点代替均

值点作为展开点,使得与响应面法相结合的改进均值法的计算精度大大提高了,并且与响应面

法相结合的改进均值法的一个重要特点在于计算结果不受插值系数的影响��具体的算例充分

说明了所提方法的有效性和合理性��
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Reliability Analysis for Implicit

Limit State Equation

WANG Yan_ping, �L� Zhen_zhou, �YUE Zhu_feng

( School of Aeronautics , Nor thw estern Polytechn ica l Univ er sity ,

Xi�an 710072, P . R . China )

Abstract: In order to obtain the failure probability of the implicit limit state equation accurately, ad-

vanced mean value second order ( AMVSO) method was presented, and advanced mean value ( AMV)

in conjunction with the response surface method ( RSM) was also presented. The implementations

were constructed on the basis of the advanced mean value first order (AMVFO) method and the RSM.

The examples show that the accuracy of the AMVSO is higher than that of the AMVFO. The results of

the AMV in conjunction with the RSM are not sensitive to the positions of the sampling points for de-

termining the response surface equation, which illustrates the robustness of the presented method.

Key words: reliability; response surface method; failure probability
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