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饱和土体自重固结问题的相似解
X
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摘要:  采用了比以往更为普遍的土体物理力学性质假设, 利用 Hopf_Cole变换方法求得了厚层土

体在自重应力作用下的非线性固结问题的完整解析解答# 通过试验数据, 将该解答与传统的大应

变线性固结理论解答和基于实验数据的有限元数值解答相比较,结果表明, 该解答能够更好地描

述土体的实际固结过程,而由线性化固结理论所得的解答对固结过程中的沉降量和固结度的估计

偏小# 
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引   言

尾矿池、水坠坝、湖泊疏浚以及淡水河流在入海口沉积等一系列的工程环境问题中, 都必

须处理新近堆积和沉积土的自重固结与沉积问题,它是岩土工程中的重要课题之一# 

一维非线性大应变固结方程的求解,由于问题的复杂性,要得到其解析解答比较困难# 对

于这类强非线性偏微分方程, 通常的做法是使方程线性化之后再进一步求解[ 1] , 但是, 此时的

假设一般与实际的土体性质相去甚远[ 2]# 在近似解析解的研究方面, Babu [ 3]给出了一些特殊

边界条件下的摄动解答; Parlange[ 4]则应用Picard叠代法来求解;另外, Brutsaert和Weisman [ 5]应

用优化法求解了更具定性意义的解答; Philip
[ 6]
详细论述了该类方程在土体水分传输问题上的

应用;实际上,摄动法、叠代法和优化法所得的解答具有等价性# 李冰河等[ 7]则采用分段线性

化的方法研究土体一维非线性固结性状# 

本文作者采用李群变换方法, 通过固结方程的对称性构造出相似变量,对一维非线性大应

变固结方程进行解析求解, 得到了不考虑土体自重的解析解答
[ 8]
和半无限空间上的解析解

答[ 9]# 本文将采用具有普遍性的土性参数假定, 求解有限域上考虑土体自重的一维大应变固

结解析解答# 

1  问题的模型与假设

分析模型如图 1所示, 假定地基双面排水# 对于自重固结问题,无论是物质描述还是空间
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描述的控制方程都是适用的# 这里以物质描述的 Gibson方程[ 1]为例加以求解:

  ?
Cs
Cf

- 1 K( e) 5 e
5z -

5
5z g ( e)

5e
5z +

5 e
5t = 0, ( 1)

其中

  g( e) = -
1
Cf

k( e)
1 + e

dRc
de

, ( 2)

  K( e) =
d
de

k ( e)
1+ e

, ( 3)

图 1 分析模型示意图   

式中, Cs、Cf、e、z、k( e) 和 Rc分别为土颗粒的容重、水的容重、
孔隙比、物质描述的空间变量、随孔隙比变化的渗透系数和有

效应力# 

为了求得其解析解答, Gibson 等假定 g ( e) 为常数# 对于

某些情况,这是较为合理的# 坐标方向与重力方向相反时,即
有:

  -
Cs- Cf
Cf

d
de

d e
dRc

5 e
5z -

52 e
5z 2

+
1
g
5 e
5 t

= 0# ( 4)

但是,同时假定 K( e) 为常数,则与大多数土体的性质差异很大# 因为, 这一假定意味着

孔隙比的对数与有效应力呈线性关系, 而用这一假设拟合实验结果时,往往误差很大[ 1]# 因
此,为了更好地模拟土体压缩系数在固结过程中的变化,采用如下较以往更为普通的假设,以

较为广义的曲线形式来拟合有效应力和孔隙比的关系,即

  d
d e

de
dRc = A( e - e0) , ( 5)

式中, A和 e0 分别是与土体有关的试验参数和初始孔隙比# 

这样式( 4)可改写为:

  5 e
5S =

52e
5z 2

- X( e - e0)
5e
5z , ( 6)

其中

  X = A( Cs- Cf) / Cf, ( 7)

  S = gt# ( 8)

对于上下边界都排水的均质土层, 对于瞬时加载问题, 固结的初始和边界条件为

  e( z , 0) = e0, ( 9)

  e( h, t ) = e t, ( 10)

  e(0, t ) = eb# ( 11)

下边界不排水时有

  5 e
5z z= 0

= -
Cs - Cf

(1+ e0) (dRc/ de) z= 0
# ( 12)

2  问题的解答

令 v = e - e0, 则有

  5v
5S =

52v
5z 2

- Xv
5v
5z# ( 13)

初始条件变为

  v( z , 0) = 0# ( 14)

1062 谢   新   宇    张   继   发    曾   国   熙



边界条件为:

  v( h, t ) = e t - e0 = v t , ( 15)

  v(0, t ) = eb- e0 = vb# ( 16)

这样,将考虑自重的一维大应变固结问题简化为 Burgers方程[ 10] ,可采用Hopf_Cole变换求

解:

  v = - 2X
5lnw
5z = - 2X

5w
5z # ( 17)

通过该变换,式( 13)可以被变换为一个线性的抛物型方程来加以求解,即:

  - X5
2
w

5z 2
+

5w
5S = 0# ( 18)

同时,通过Hopf_Cole变换,初始条件成为

  w | S= 0 = c#exp -
1
2XQ

z

0
v ( z , 0)dF = c# ( 19)

而边界条件为

  w | z= h = w t( S) , ( 20)

  w | z= 0 = w b( S)# ( 21)

对于初值问题, Hopf_Cole变换能使问题得到很大的简化, 但是对于边值问题,尤其是非齐

次的边值问题, 则需要求解积分方程

  v( h, S)#w ( h, S) = - 2X(5w ( h, S) / 5z ) , ( 22)

及

  v(0, S)#w (0, S) = - 2X(5w (0, S) /5z )# ( 23)

问题( 18) ~ ( 21)的解答是显然的,即:

  w ( z , S) = U+
2
h 6

]

n= 1
A n# nsin

nPz
h

, ( 24)

其中

  U = wb + ( z / h) ( w t- w b) , ( 25)

  # n = exp - XS nP/ h 2
, ( 26)

  A n = Q
h

0
c - wb +

z
h

(w t - wb) sin nPz
h

dz# ( 27)

将( 22)和( 23)代入( 24) ,分别有:

  v( h, S)#w ( h, S) = -
2X
h

(w ( h, S) - w (0, S) ) + 2 6
]

n= 1
A n# n

nP
h

, ( 28)

  v(0, S)#w (0, S) = -
2X
h

( w ( h, S) - w (0, S) ) + 2 6
]

n= 1

(- 1) n
A n#n

nP
h

# ( 29)

( 28)与( 29)相减, 有:

  [ v( h, S)#w ( h, S) - v(0, S)#w (0, S) ] = [ 2c - w ( h, S) - w (0, S) ] F ( n) , ( 30)

其中

  F( n) = -
8X
h 6

]

n= 1, 3,5, ,
#n# ( 31)

( 28)与( 29)相加, 有:

  [ v( h, S)#w ( h, S) + v(0, S)#w (0, S) ] = [ w ( h, S) - w (0, S) ] G( n) , ( 32)

其中
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  G( n) = -
8X
h 6

]

n= 2, 4,6, ,
#n# ( 33)

联合求解式( 30) ~ 式( 33) , 即可得到:

w ( h, S) =
c#F ( n) [ G ( n) + v(0, S)]

2v ( h, S) v(0, S) - [ v( h, S) - v (0, S) ] #[ F( n) - G ( n) ] + 2F ( n)G ( n)
, ( 34)

w(0, S) =
c#F( n) [ G( n) - v ( h, S)]

2v( h, S) v (0, S) - [ v ( h, S) - v (0, S) ]#[ F ( n) - G( n) ] + 2F( n)G( n)
# (35)

将式( 34)和式( 35)代入式( 24) ~ 式( 27)即可求得式( 18) ~ 式( 21)的解答, 然后由变换式

( 17)可以得到式( 13) ~ 式( 16)的解答# 最终可以方便地求得式( 4)、式( 9) ~ 式( 11)的解答# 

3  算例比较分析

从目前已有的实验数据来看, 在需要考虑大应变影响的固结问题中,物质描述中的固结系
数为常数的土体极少# 所以作为示例, 这里初始孔隙比为 9, 两边界都为排水边界的土层,在

自重作用下开始固结时, 下边界最终孔隙比变为 1# 渗透系数、有效应力与孔隙比之间的关系

取Townsend等[ 11]为了对美国 9所高等院校及研究所的不同大变形固结计算程序进行比较而

给出的数据,其中有效应力与孔隙比的关系为:

  Rc = 1. 083 @ 104e- 4. 456   (kPa)# ( 36)

渗透系数与孔隙比的关系为:

  k = 1. 291 @ 10- 7e4. 65   (m/ d)# ( 37)

为了与 Gibson等人[ 1]的线性化大应变固结方程做相应的比较, 在 Gibson的线性方程中的

常数项的取法遵循0最终沉降量相等0的原则,也就是说, 对于具有相同的物理力学性质的土
体,不管采用什么样的函数来拟合其性质,最终的沉降量应该是相同的# 实际的选取方法为:
取某个恒定的孔隙比,由此得到 K( e) 的值(如图 2; 同时, 作为常数的固结系数也通过该孔隙

比的值求出)# 另外,为了进一步考虑假设( 5)的合理程度, 在采用试验数据关系( 36)的基础
上,对式( 1)采用了有限元解答# 为了使得由数值解所得的最终沉降量与采用其它两种假设所

得的结果相等, 在 3种计算方法中,假设( 5)的具体表达式分别为:

1) 在采用试验结果( 36)的基础上,运用有限元计算时,由( 5)可以得到

  K( e) =
d
de

de
dRc = 0. 025e4. 456# ( 38)

2) 在假设( 2)和( 5)的基础上所得的固结方程( 4)中,得到

  K( e) =
d
de

de
dRc =

( e - 9)
10

# ( 39)

3) 在线性化的 Gibson方程中, 考虑到最终沉降量, 由Gibson的方法可得

  K( e) =
d
de

de
dRc = 0. 343# ( 40)

3种不同条件下计算所得的无量纲化结果如图 3至图 7所示# 图 3至图 5为 3种方法计

算得到的物质描述的孔隙比沿无量纲深度的分布随时间因子的变化曲线,图 6为时间因子 T

= 0. 1时3种方法计算得到的孔隙比沿无量纲深度分布的对比曲线,图 7为 3种方法计算得到

的无量纲土层厚度随时间因子变化曲线# 

从以上图中可以发现: 3种计算方法得到结果规律性较为一致, 但是在固结过程中孔隙比

分布存在较大的差别,本文所得出的非线性固结问题的解答更加接近非线性数值计算结果# 

4  结   论

本文在比 Gibson假设更为普遍的假设条件下,研究了土体在自重作用下大应变固结问题
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的完整解析解, 通过与Gibson线性化解答和有限元解答的比较,得出以下结论:

  图 2  Gibson方程的线性化方法   图 3  孔隙比沿深度分布(有限元)

 图 4  孔隙比沿深度分布(本文解)  图 5  孔隙比沿深度分布(线性化)

图 6  孔隙比沿深度分布 (T = 0. 1)   图 7 土层厚度与时间因子关系

1) 在固结过程的大多数时间之内,同一时刻同一土层深度,由非线性固结理论计算所得

的孔隙比要小于由线性固结理论得到的结果;只有在整个固结过程的最后阶段,在土层的下部

才会出现与此相反的结果# 

2) 在最终沉降量相同的条件下,任意时刻由线性固结理论计算所得的沉降量 s 要小于由

非线性固结理论计算所得的结果, 且小于实例中的数值结果# 

3) 通过非线性解答、线性解答和数值解答的比较可以看出,本文所得出的非线性固结问

题的解答比较接近实际, 其误差要明显小于线性理论所产生的误差# 
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Similarity Solution of Self_Weight Consolidation

Problem for Saturated Soil

XIE Xin_yu,  ZHANG Ji_fa,  ZENG Guo_xi

( Institute of Geotechnical Engin eer in g , Zhejian g Un iver sity ,

Han gzhou 310027, P . R . China )

Abstract: More general assumption than that in the classical one dimensional large strain consolida-

tion theory is adopted and the exact analytical solution of nonlinear finite strain self_weight consolida-

tion based on this assumption is obtained. By applying the same experimental data, the comparison of

the solutions of linear and nonlinear finite strain theory, as well as the numerical calculating results

from finite element method is presented. The results of the comparison show that the analytical solu-

tion obtained here takes on better agreement with practical cases than that of linear one, and they also

show that, compared with the solutions from nonlinear theory, the settlement and the consolidation

degree from linear theory are smaller.

Key words: self_weight consolidation; Burgers equation; large strain; Lie Group transformation;

similarity solution
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