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解非光滑方程组的 Krylov子空间迭代法
X
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(程昌钧推荐)

摘要 :  给出了求解非光滑方程组的 Newton_FOM 算法和Newton_GMRES 算法, 证明了这些 Krylov 子

空间方法的局部平方收敛性# 数值结果表明了算法的有效性# 
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引   言

考虑非光滑方程组

  F( y ) = 0 ( 1)

的求解问题,这里 F : D A R
n y R

n# 1993年, QI 和 SUN[ 1] 给出了一个求解( 1)的广义Newton

法

  yk+ 1 = y k - V
- 1
k F( yk) , ( 2)

其中 Vk I 5F ( yk )是 F的广义 Jacobi矩阵[ 2] , 5F ( y) = Co lim
y

i
y y

y
i

I D
F

F̈( yi ) , 并证明了算法的超

线性收敛性# 

由于许多规划问题可以转化为非光滑方程组来求解, 非光滑方程组的求解问题因而引起

了广泛的关注, 并且形成了一个新的研究热点
[ 1] , [ 3~ 8]# 

然而,在实际应用中,利用( 2)求解非光滑方程组, Vk 特别难于估计# 尤其对于大型问题

更是如此# 此外,如何有效地求解广义Newton方程组

  Vk xk + F( yk) = 0 ( 3)

也是值得深入研究的问题# 

注意到,求解线性方程组( 3)的FOM算法和GMRES算法, 只需要矩阵 Vk与向量u的乘积,

不需直接计算 Vk# 因此,在非光滑情形下,可用 Fc( yk , u ) U [ F ( y k + Du) - F ( yk) ] / D近似

代替 Vku, 结合 FOM算法或 GMRES 算法可得到一种求解( 1)的嵌套算法# 该算法一方面克服

了计算 Vk 的困难,另一方面有效地求解了( 2) ,因此特别适用# 

已有很多作者考虑了非线性方程组的Krylov 子空间迭代法[ 9~ 11] ,但是他们只是把问题局
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限在光滑的情况# 本文, 我们考虑了非光滑的情形,实际上是对光滑情形的推广# 

1  非光滑方程组的不精确牛顿法

我们首先引进非光滑问题的一些概念和性质# 

定义 1. 1  假如 5F ( y) 中的所有元素是非奇异的,则称 F在y 点是正则的# 若在 y 的邻

域内的任意一点都是正则的, 则称 F 在 y 的邻域内是正则的# 

定义 1. 2[ 1]  假如 F 是局部 Lipschitz 函数, 并且对任意的 h I R
n
, h X 0,

lim
hcyh , t | 0

Vhc: V I 5F ( y + thc) 存在,则称 F 在 y 处是半光滑的# 

定义 1. 3[ 1]  设 F在点y 处是半光滑的# 若对于任意的 V I 5F( y + h ) , h y 0,有 +Vh

- Fc( y , h) + = O( + h +2
) , 则称 F 在y 处是 1_阶半光滑的# 若在 y 的邻域内的任意一点

都是 1_阶半光滑的, 则称 F 在 y 的邻域内1_阶半光滑# 

引 理 1. 1
[ 5]  假 如 F 在 y 处 是 正 则 的, 则 存 在 M > 0 使 得 M =

max +V
- 1 +: V I 5F( y ) # 并且对于任意给定的 : > 0,存在 y的一个邻域N ( y ) ,使得 F在

N ( y ) 内是正则的,且对任意 V I 5F( x ) , x I N( y ) ,有 +V
- 1 + [ M + :# 

引理 1. 2
[ 1]  若 F 在 y 点处1_阶半光滑, 则对于任意的 h y 0有

  +F ( y + h ) - F( y ) - Fc( y, h) + = O( + h +2
)# 

为研究Newton_FOM算法和Newton_GMRES算法的收敛性, 首先考虑解非光滑方程组( 1)的

不精确牛顿法:

  
yk+ 1 = yk + xk ,

Vk xk = - F( yk) + rk ,
( 4)

这里 Vk I 5F( yk) , r k是残向量# 

定理 1. 1  F : D A R
n y R

n 是开凸集D A R
n 上的局部Lipschitz映射# 设 F在y

* I D

处是1_阶半光滑的和正则的,其中 F( y
*

) = 0# 若迭代序列 yk , k = 0, 1, 2, ,, 满足下述不

等式:

  +Vk xk + F ( yk) + [ A+F( yk ) +2
, ( 5)

其中 Vk I 5F( yk) , A> 0, 则不精确牛顿法( 4)局部平方收敛# 

证明  因为 F 在y
* 处是正则的,且是局部 Lipschitz映射,由引理 1. 1,对任意的 : > 0,存

在 H1 > 0, M > 0和 L > 0,当 +y - y
* + < H1, V I 5F ( y) 时,有 +V

- 1 + [ M , +F( y ) +

[ L +y - y
* +# 

因为 F 是 1_阶半光滑的, 故存在 D I ( 0, H1) 和常数 c > 0, 当 +y - y
* + [ D, V I

5F ( y ) 时,有

  +V( y - y
*

) - Fc( y
*

, y - y
*

) + [ c
2

+y - y
* +2

, ( 6)

  +F ( y ) - F ( y
*

) - Fc( y
*

, y - y
*

) + [ c
2

+y - y
* +2# ( 7)

利用( 6)、( 7)可得

  +F ( y ) - F ( y
*

) - V ( y - y
*

) + [

    +F ( y ) - F ( y
*

) - Fc( y
*

, y - y
*

) + +

    + V( y - y
*

) - Fc( y
*

, y - y
*

) + [
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    c +y - y
* +2

,

于是,当 +yk - y
* + [ D时,

  +yk+ 1 - y
* + = +yk - y

*
+ xk + [ +V

- 1
k + +Vk( yk - y

*
) + Vk xk + [

    + V
- 1
k + [ +Vk xk + F ( y k) + + +F ( yk) - F( y

*
) - Vk( yk - y

*
) +] [

    M[ A+F ( yk ) +2
+ c +yk - y* +2

] [

    M( AL 2
+ c) +yk - y

* +2
= B+yk - y

* +2
,

因此,利用归纳法可得不精确牛顿法局部平方收敛# 

2  Newton_Krylov子空间迭代法

2. 1  Newton_FOM算法

首先考虑线性方程组

  Ax = b ( 8)

的求解,其中 A = Vk , Vk I 5F( yk) , b = - F( yk)# 求解( 8)的 FOM算法如下:

算法 1( FOM算法)

步骤 1  计算 r0 = b - Ax0, 令 u1 = r0/ +r0 +2,其中 x0 是初始近似# 

步骤 2  对于 j = 1, 2, ,, m 计算:

  hij = ( Auj , ui )   ( i = 1, ,, j ) ,

  wj+ 1 = Auj - 6
j

i= 1
h ijui , hj+ 1, j = +wj+ 1 +2, uj+ 1 = wj+ 1/ hj+ 1, j# 

步骤 3  计算 xm = x0 + UmH
- 1
m U

T
mr0,其中 Um = [ u1, ,, um ] , Hm 是非零元为hij 的m @

m 上Hessenberg矩阵# 

由于在算法 1 中不需要直接计算 Vk , 而是需要 Vk u , 于是可以利用 [ F( y + Ru ) -

F ( y ) ] / R来近似代替 Vku , 结合( 2) ,可得求解非光滑方程组( 1)的 Newton_FOM 算法:

算法 2( Newton_FOM( N_F)算法)

步骤 1  给定 : > 0, A> 0# 选择初始近似 y 0 I R
n
, k = 0# 

步骤 2  令 q0 = ( F( yk + R0 x̂0) - F ( yk) ) / R0, R0 > 0,其 x̂0是线性方程组( 8)的解的初始

近似# 

  r̂0 = - F( yk) - q0, B̂ = + r̂0 +2, û1 = r̂0/ B̂, q1 = û1,   j = 0# 

步骤 3  j = j + 1# 

  qj+ 1 = ( F( yk + Rj ûj ) - F( yk) ) / Rj , Rj > 0, ĥ ij = ( qj+ 1, ûi ) ,   i = 1, ,, j ,

  ŵj+ 1 = qj+ 1 - 6
j

i= 1

ĥ ij ûi , ĥ j+ 1, j = +ŵj+ 1 +2, ûj+ 1 = ŵj+ 1/ ĥj+ 1, j# 

令 Ĥj 是非零元为 ĥ ij 的 j @ j 的上Hessenberg 矩阵, Ûj = [ û1, ,, ûj ]# 计算 x̂j = x̂0 +

ÛjĤ
- 1
j Û

T
j r̂0, �Qj = + r̂ j +2 = +F ( yk) + ( F ( yk + Rj x̂ j ) - F( yk) ) / Rj +2# 

步骤 4  若 �Qj [ A+F ( y k) +2
2 或 j = n ,则令 m = j 且做下一步, 否则转步骤 3# 

步骤 5  令 yk+ 1 = yk + xm# 

步骤 6  若 +F( yk+ 1) +2 [ : ,结束# 否则, k = k + 1转步骤 2# 

2. 2  算法的收敛性分析
为了书写方便,省去下标 k# 令 Ei = qi+ 1- Aûi , i = 1, ,, m# 定义 n @ n矩阵Em为Em

1069解非光滑方程组的 Krylov子空间迭代法



= Em
Û

T
m , Em

= [ E1, ,, Em ] I R
n@ m

, 于是有

  ( A + Em ) ûi = Aûi + Em
Û

T
mûi = Aûi + Ei = qi+ 1   ( i = 1, ,, m )# 

引理 2. 1  设 F: D A R
n y R

n
是局部Lipschitz映射# 设 F ( y ) 在 y处 1_阶半光滑# 则

存在 C> 0, D> 0,使得当 | R0 | +x̂ 0 +2 < D且y + R0x̂0 I D时,有 +E0 +2 = +q0 - Ax̂0 +2

[ ( C/ 2) | R0 | + x̂0 +2
2 和

  �Qm [ C
2

| R0 | + x̂0 +2
2 + �Qm +

C
2

+Rm +2 + ẑm +2, ( 9)

其中 �Qm = + r̂0 - ( A + Em ) ẑm +2, �Qm = + b - Ax̂m +2# 

证明  由于 F ( y ) 在 y 处是 1_阶半光滑的,所以存在 D> 0,当 +h +2 < D时有

  +Vh - Fc( y , h ) +2 = O( + h +2
2) , ( 10)

  +F ( y + h ) - F( y ) - Fc( y, h) +2 = O( +h +2
2) , ( 11)

所以存在 C> 0,当 + h +2 < D时,

  +F ( y + h ) - F( y ) - Vh +2 [

    +F ( y + h) - F ( y ) - Fc( y , h ) +2 + +Vh - Fc( y , h) +2 [

    ( C/ 2) + h +2
2, ( 12)

令 E0 = q0 - Ax̂0# 因为 | R0 | + x̂0 +2 < D, 所以由( 12)有

  +E0 +2 = + q0 - Ax̂ 0 +2 [ ( C/ 2) @ | R0 | + x̂0 +2
2# 

记 ẑm = ÛmĤ
- 1
m Û

T
m r̂ 0 = B̂̂UmĤ

- 1
m e1,其中 B̂= +r̂ 0 +2, 则由算法 2可得 x̂m = x̂ 0 + ẑm ,

  r̂m = b - Ax̂m = b - A( x̂0 + ẑm ) = E0 + ( r̂0 - ( A + Em ) ẑm ) + Em ẑm ,

  �Qm = + r̂m +2 [ +E0 +2 + + r̂0 - ( A + Em ) ẑm +2 + +Em ẑm +2 [

    ( C/ 2) | R0 | + x̂0 +2
2 + + r̂0 - ( A + Em ) ẑm +2 + +Em ẑm +2,

因为 F 是 1_阶半光滑的,所以由( 12) ,当( | R1 |
2

+ ,+ | Rm |
2
)

(1/ 2)
< D时,有

  +F ( y + Riûi ) - F( y ) - RiVkûi +2 [ ( C/ 2) R
2
i + ûi +2

2   ( i = 1, ,, m) ,

由于 + ûi +2 = 1, 所以有

  +Ei +2 = + qi+ 1 - Aûi +2 [ ( C/ 2) | Ri | ,

  +Em +2 [ +Em +F = ( +E1 +2
2 + ,+ +Em +2

2)
1/ 2 [

    ( C/ 2) ( R
2
1 + ,+ R

2
m)

1/ 2
= ( C/ 2) + R

m +2,

其中 R
m

= ( R1, ,, Rm )
T

I R
m# 于是

  �Qm [ ( C/ 2) | R0 | + x̂0 +2
2 + �Qm + +Em +2 + V̂

T
m +2 + ẑm +2 [

    ( C/ 2) | R0 | + x̂0 +2
2 + �Qm + ( C/ 2) + R

m +2 + ẑm +2# 

引理 2. 2[ 9]  设 A非奇异, 若在算法 1中 wm+ 1 = 0, 则 H
- 1
m 存在且zm是Az = r0的精确

解# 

定理 2. 1  F: D A R
n y R

n是局部 Lipschitz映射,假设 F 在y 处是1_阶半光滑的,且是

正则的# 设 x̂ 0是 x
* 的初始近似, 其中 x

*
= A

- 1
b# 给定 A> 0, 选 B, D足够小,使得

  DC+A
- 1 +2 < 1, ( 13)

  ( BC/ 2) + x̂ 0 +2
2 + DC+A

- 1 +2( + b - Ax̂0 +2 + ( BC/ 2) + x̂0 +2
2) [

    1
2
A+F ( y ) +2

2, ( 14)

  y + v I D, +v +2 [ D,   Pv I R
n
, ( 15)
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选 Rn
= ( R1, ,, Rn)

T
, 使 + Rn +2 [ D, | R0 | [ B, | R0 | + x̂0 +2 [ D, 则存在 m I 0, ,, n

使得

  �Qm = + b - Ax̂m +2 [ A+F( y ) +2
2# 

证明  由假设条件( 13)

  +A
- 1
Em +2 [ +A

- 1 +2 +Em +2 [ +A
- 1 +2 +Em +2 [ +A

- 1 +2
DC
2

<
1
2

,

所以 A + Em = A( I + A
- 1
Em ) 非奇异, 且

  +( A + Em )
- 1 +2 [

+A
- 1 +2

1- +A
- 1

( A - ( A + Em ) ) +2
[

    
+A

- 1 +2

1 - +A
- 1

Em +2
[ 2 +A

- 1 +2# 

记 r̂0 = b - q0, 则由引理2. 1

  + r̂0 +2 = +b - q0 +2 = +( b - Ax̂ 0) - E0 +2 [

    + b - Ax̂0 +2 +
C
2 | R0 | + x̂0 +2

2,

设 z
*
m 为( A + Em) z = r̂0的解,则

  +z
*
m +2 = +( A + Em)

- 1
r̂0 +2 [ 2 +A

- 1 +2 + r̂0 +2,

  ẑm - z
*
m = ( A + Em)

- 1
[ ( A + Em ) ẑm - r̂0] ,

  + ẑm +2 [ 2 +A
- 1 +2 + r̂0 +2 + 2 +A

- 1 +2�Qm = 2 +A
- 1 +2( + r̂0 +2 + �Qm ) ,

其中 �Qm = + r̂0 - ( A + Em ) ẑm +2# 所以由引理 2. 1

  �Qm [ C
2

| R0 | + x̂0 +2
2 + �Qm +

C
2

+ Rm +2 + ẑm +2 [

    C
2

| R0 | + x̂0 +2
2 + �Qm +

DC
2

+A
- 1 +2( + r̂0 +2 + �Qm ) [

    BC
2

+ x̂0 +2+ DC+A
- 1 +2( + b- Ax̂0 +2+

BC
2

+ x̂ 0 +2
2) + �Qm ( 1+ DC+A

- 1 +2) [

    1
2 A+F ( y ) +2

2 + �Qm ( 1+ DC+A
- 1 +2) ,

下证

  �Qm( 1+ DC+A
- 1 +2) [ 1

2
A+F ( y) +2

2# ( 16)

1) 若 r̂0 = 0,则 b = q0,

  �Q0 = +b - Ax̂ 0 +2 = + q0 - Ax̂ 0 +2 = +E0 +2 [

    C
2

| R0 | + x̂0 +2
2 [ CB

2
+ x̂0 +2

2 [ 1
2
A+F ( y ) +2

2,

结论成立# 

2) 若 r̂0 X 0, û 1 = r̂0/ + r̂0 +2, E1 = E1û
T
1,其中 E1 = q2- Aû1,由以上证明可知, A+ E1

非奇异# 所以 q2 = ( A + E1) û1 X 0,于是得到 ŵ2# 

( a) 若 ŵ2 = 0, 则 ĥ21 = 0, 由引理 2. 2 得 Ĥ1 = û
T
1 ( A + E1) û1 = ĥ 11 X 0, ẑ1 =

+r̂ 0 +2ĥ
- 1
11 û1 是( A + E1) z = r̂0的精确解# 即 �Q1 = + r̂0 - ( A+ E1) ẑ1 +2 = 0, 所以( 16)成

立# 

( b) 若 ŵ2 X 0,得 û2 X 0,此时得到 x1,若 x1满足算法2的步骤 4,则定理结论成立,否则

定义 E2 = E2
V̂2,这里 E2

= [ E1, E2] , E2 = q3 - Aû2,同理可得 A + E2非奇异,因此 q3 = ( A
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+ E2) û 2 X 0,得到 ŵ3 # 

一般地,若 Ûm = [ û 1, ,, ûm ] , ŵm+ 1 由算法 2确定, 则 A + Em 非奇异# 

若 ŵm+ 1 = 0,则 Ĥ
- 1
m 存在,且 ẑm是精确解,这样 �Qm = 0, 则( 16)成立# 

若 ŵi X 0, i = 1, ,, n,且存在某个 i满足算法2中步骤4, 则定理结论成立;否则 ẑn 是( A

+ En) z = r̂ 0的精确解,所以�Qn = 0# 

定理 2. 2  设 F: R
n y R

n 是开集D A R
n 上局部Lipschitz映射, 设 F在y

* 的邻域内1_阶

半光滑, 且是正则的,其中 F( y
*

) = 0# 则由Newton_FOM算法产生的序列 y k 局部平方收敛

于 y
* # 

证明  对任意的 y 0, +y 0- y
* +2 [ H1,其中 H1满足定理1. 1的条件# 选取 D0充分小使

得 D0C+A
- 1 +2 < min 1, ( A+F( y 0) +2) / 2 , y0 + v I D, + v +2 [ D0成立# 选 Rn

= ( R1,

,, Rn )
T I R

n
,使得 + Rn +2 < D0# 用 x̂ 0, m表示由算法2计算得到的第m 步时对x0的近似# 

为了简单起见, 设 x̂0, 0 = 0, 则由定理 2. 1知, 存在 m0 I 1, ,, n 使得 +b - Ax̂ 0, m
0
+2 [

A+F ( y 0) +2
2# 定义 x0 = x̂ 0, m

0
, 则 y 1 = y0 + x0, 利用定理 1. 1知

  +y 1 - y
* +2 [ B+y 0 - y

* +2
2,

其中 B> 0# 当 k = n 时, 可类似地证明

  +yk - y
* +2 [ B+yk- 1 - y

* +2
2,

由数学归纳法可得 yk 局部平方收敛于 y
* # 

2. 3  Newton_GMRES算法

与FOM算法相似,求解非光滑方程组( 1)的 Newton_GMRES算法为:

算法 3( Newton_GMRES(N_G)算法)

步骤 1给定 : > 0, A> 0# 选择初始近似 y 0 I R
n
,令 k = 0# 

步骤 2令 q0 = ( F ( yk + R0x̂0) - F ( yk) ) / R0, R0 > 0,其中 x̂0是线性方程组( 8) 的解的初

始近似# r̂0 = - F( yk) - q0, B̂= + r̂0 +2, û1 = r̂0/ B̂, q1 = û1, j = 0# 

步骤 3 j = j + 1# 

  qj+ 1 = ( F( yk + Rj ûj ) - F( yk) ) / Rj , Rj > 0, ĥ ij = ( qj+ 1, ûi ) ,   i = 1, ,, j ,

  ŵj+ 1 = qj+ 1 - 6
j

i= 1
ĥ ij ûi , ĥ j+ 1, j = +ŵj+ 1 +2, ûj+ 1 = ŵj+ 1/ ĥj+ 1, j# 

定义 ( j + 1) @ jHessenberg矩阵 �H
^

j , 其非零元为 ĥ ij , Ûj = [ û 1, û 2, ,, ûj ]# 求解极小化问

题

  min
d I R

j
+B̂e1 - �H

^

j d +2 ( 17)

其中 e1 = ( 1, 0, ,, 0)
T 是 j + 1维单位向量,记 dj 为( 17) 的解 # 计算 xj = x0 + Ûj dj ,�Qj =

+r̂ j +2 = +F ( yk) + ( F ( y k + Rj x̂ j ) - F( yk) ) / Rj +2# 

步骤 4若 �Qj [ A+F ( y k) +2
2 或 j = n ,则令 m = j 且做下一步, 否则转步骤 3# 

步骤 5令 yk+ 1 = yk + xm# 

步骤 6若 +F( yk+ 1) +2 [ : ,结束# 否则, k = k + 1, 转步骤 2# 

类似于定理 2. 2,可证明:

定理 2. 3  设 F: R
n y R

n 是开集D A R
n 上局部Lipschitz映射, 设 F在y

* 的邻域内1_阶
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半光滑,且是正则的,其中 F ( y
*

) = 0# 则由Newton_GMRES算法产生的序列 yk 局部平方收

敛于 y
* # 

3  数 值例 子

考虑非线性互补问题:求 y I R
n
使得

  y \ 0, H ( y ) \ 0, y
T
H ( y ) = 0, ( 18)

可以证明[ 4] ,问题( 18)等价于下述非线性方程组:

  F( y ) = min( y , H ( y ) ) = 0 ( 19)

的求解问题# 

方程组( 19)是一个半光滑方程组,因此可利用求解非光滑方程组的算法来求解互补问题# 

下面,基于等价非光滑方程组( 19) ,用算法 2和算法 3求解两个互补问题# 在数值计算中,我

们取 : = 10- 6
, Rm = 10- 4

( +y k +2/ + um +2) , A= 1/ 2# 

例 3. 1  非线性互补问题

H ( y ) = c( y ) + Ay + b, 其中 b = (- n/ 2, - n/ 2 + 1, ,, - n/ 2 + n - 1)
T

, c( y ) =

( c1( y 1) , c2( y2) , ,, cn( y n) )
T

, ci ( yi ) = 10 @ arctan( y i ) , i = 1, 2, ,, n,

  A =

2. 5 - 1

- 1 2. 5 - 1

  w w
  - 1 2. 5 - 1

   - 1 2. 5

# 

对不同的规模和初值,我们计算了上述问题# 计算结果见表 1, 其中 y 0是给定的初始值,

Dn 是问题的维数# 
表 1 不同规模问题的迭代步数

y0

( 1, ,, 1) (10, ,, 10) ( 100, ,, 100) ( 1, 1, 0, ,, 0, 1, 1) ( 1 000, ,, 1 000)

N_F N_G N_F N_G N_F N_G N_F N_G N_F N_G

D n = 50 6 6 8 8 18 18 7 7 18 18

D n = 100 6 6 8 8 18 18 7 7 18 18

D n = 200 8 7 8 8 18 18 7 7 18 18

D n = 500 9 8 9 10 19 19 7 8 20 19

  特别对于 100维问题,取初值为( 1, ,, 1) , ( 1 000, ,, 1000) ,图 1,图 2显示了 lg( +F( y) +2)

与迭代步数的关系# 

例 3. 2  线性互补问题
H ( y ) = My + q,其中 q = (- 1, 0, ,, - 1)

T
,

  M =

4 - 1

- 1 4 - 1

  w w
  - 1 4 - 1

   - 1 4

# 

表2给出了不同规模的迭代步数, 其中 y 0是给定的初始值, Dn是问题的维数, / * 0表示不
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  图 1  Dn = 100, y 0 = ( 1, ,, 1)    图 2 Dn = 100, y0 = ( 1 000, ,, 1 000)

  图 3 Dn = 100, y 0 = ( 1, ,, 1)     图 4  Dn = 100, y 0 = ( 10, ,, 10)

收敛# 
表 2 不同规模问题的迭代步数

y0

( 1, ,, 1) (10, ,, 10) ( 100, ,, 100) ( 1, 1, 0, ,, 0, 1, 1) ( 1 000, ,, 1 000)

N_F N_G N_F N_G N_F N_G N_F N_G N_F N_G

D n = 50 * 3 7 7 6 6 3 3 6 6

D n = 100 5 4 7 7 36 6 3 3 6 6

D n = 200 20 4 7 6 26 * 3 3 6 6

D n = 500 5 4 7 6 70 6 3 3 6 6

  特别对于 100 维问题, 取初值为( 1, ,, 1) , ( 10, ,, 10) , 图 3, 图 4 显示了例 3. 2 的

lg( +F ( y ) +2) 与迭代步数的关系# 
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Nonlinear Krylov Subspace Methods for Solving

Nonsmooth Equations

MENG Ze_hong,  ZHANG Jian_jun

( Depar tm ent of Ma them atics , Shan ghai Un iver sity ,

Sha ngha i 200444, P . R . China )

Abstract: Newton_FOM algorithm and Newton_GMRES algorithm for solving nonsmooth equations are

presented. It is proved that these Krylov subspace algorithms have locally quadratic convergence. Nu-

merical experiments demonstrate the effectiveness of the algorithms.

Key words: nonsmooth equations; Newton_FOM algorithm; Newton_GMRES algorithm
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