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摘要 :  基于梁的多刚体离散化模型(有限段模型) , 建立了梁的链式多刚体_铰链_弹簧系统模型,

利用坐标变换方法建立了相应的非线性多自由度系统的参数振动方程, 并利用约束参数法对所得

到的多度系统的Mathieu_Hill方程进行了梁的动力屈曲分析,得到系统的参数共振域# 因为所用的

离散化模型与动力方程对梁的变形并无限制,所以可以用所得到的数学模型在其失稳域对梁的动

力后屈曲进行数值仿真分析# 通过实例的数值仿真,证明了这种梁的参数振动模型与分析方法的

正确性# 
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引   言

结构的动力屈曲问题,即结构的参数激励振动问题,是一个非线性振动问题# 在 20世纪

40年代,俄国学者使用 Galerkin方法研究了梁的动力稳定性问题
[ 1]

, B. B. Bolokin 提出了一种

基于假设模态的方法# Bolokin以梁的第一阶振动主模态作为梁的动力屈曲模态,用这种方法

获得了近似的梁第一阶模态下的动力不稳定区域,即给出了梁的第一阶动力屈曲问题的近似

解# 

目前,有限单元法已是结构分析的一种成熟方法, 它能有效地对结构进行静力屈曲分析# 

但用有限元法难于对梁式结构的动力屈曲问题进行分析[ 2] ,因为它是一个几何非线性问题# 

有限段法( FSM)是一种新的结构离散化方法, 它不同于通常的集中质量法和有限单元法# 这

种方法的基本思想是对结构的弹性进行分离,建立多刚体_弹簧_铰链系统的力学模型, 这种离

散化方法又称为/多刚体离散化方法0# 然后根据力学模型建立力学控制方程,即导出其数学

模型,最后进行数值求解# 这种离散化方法最大特点是对梁的变形与运动没有任何限制# 
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在1976年, Winget. J. M和 Huston. R. L 提出了/有限段法( FSM)0, 并成功地用在缆索动力

学分析上# 在 1988年,作者将有限段法用在弹性梁模型上,并以悬臂梁为例讨论了其动力特

性[ 3]# 还利用这一离散化方法对梁的静力后屈曲问题进行了数值分析[ 4]# 本文利用 FSM法

探讨梁的动力屈曲和后屈曲问题# 

1  基于有限段法的梁的离散化力学模型

用有限段法,一根梁被离散为 N 个小段,每个小段视为一个刚体,为了方便, 称这个小段

为/单元0# 在 2个相邻的单元之间有光滑铰和弯曲弹簧连接,单元的端点称为结点,如果需要

考虑结构的阻尼,可在单元的两结点上增加一个阻尼器# 这种建模方法为有限段法和多刚体

离散化法[ 2, 3]# 方程建立在 Cartesian坐标系下, Cartesian 坐标系的坐标原点放在第一个结点

上, OX 轴与梁轴线重合,如图 1所示# 

图 1  梁的多刚体离散化模型

图1中符号的意义:

( i ) ) ) ) 节点号或弹簧的编号;

i ) ) ) 第 i 刚体单元的编号;

l i ) ) ) 第 i 单元的长度;

ki ) ) ) 第( i ) 结点处的等效弹簧的刚度系数# 

梁的弯曲刚度分布到单元两端的结点上,梁单元的弯曲刚度系数是 EI / l , 集中弹簧的刚

度系数是 k = 2EI / l# 当 2个单元相连时,端点的弹簧也被连接起来,因此 2个单元之间的等

效刚度系数为

  ki = 2E iE i+ 1IiIi+ 1/ ( EiIili+ 1 + E i+ 1Ii+ 1l i )# ( 1)

当梁的端点简支时, 简支端弹簧的刚度为 0, 即 k 0 = 0, kn = 0# 

假如单元 i的轴线与OX 轴正方向之间的夹角是Ui , X i和Yi表示节点 i的坐标, 那么 X i和

Yi 可表示为

  X = HcosU, Y = Hsin U, ( 2)

其中:

  H =

l1   0

l1 l 2

s s

l1 l 2 , l n

, U= [ U1  U2  ,  Un ]
T
,

即令 cosU= [ cosU1  cosU2  , cosUn]
T
, sinU= [ sinU1  sinU2  , sinUn ]

T
,

单元的几何中心坐标可表示为:

  X c = LcosU, Yc = LsinU, ( 3)

其中:

  L =

l 1/ 2    0

l 1 l 2/ 2

l 1 l 2 l 3/ 2

s s s w
l 1 l 2 l 3 , ln/ 2

# 
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2  梁的有限段模型的动力平衡方程

第 i单元的受力如图2所示# 其中 M) i、Fix、F iy为作用于i单元的主动力, Rx、Ry为铰链约

束反力, M i 为弯曲弹簧恢复力# 

图 2  单元受力图

基于单元受力图,第 i 个单元的动力平衡方程写成矩阵形式为

  Mei&Xi = Pi + Ni , ( 4)

其中:

  Mei =

me i  0

 me i

0  I eci

,

  &X i = [ &X i c  &Yic  <
&

i ]
T
,

  Pi = [ F ix  F iy  M) i + Mi + M i- 1]
T
,

  Ni = [ R ix - R ( i- 1)x  R iy - R ( i- 1) y  MiR]
T
,

P i 和Ni 分别表示主动力矢量和约束力矢量, M iR 为约束反力对质心的力矩# 系统坐标按 X、

Y、U重新排序后, 得系统动力平衡方程为

  M&Z- ( P + N ) = 0, ( 5)

其中:

  Z = [ X
T
c  Y

T
c  UT

]
T
,

  M = diag[ Me  Me  I ec ] , Me = diag[ m ei ] ,

  Iec = diag[ Ieci ] ,

  P + N = [ ( Px + Nx)
T  ( Py + Nx)

T  ( MP + MR )
T
]

T
,

MP 为主动力力矩# 

利用动力学普遍方程,并考虑理想约束: DZT
N = 0, 则可得

  DZT
( M&Z - P) = 0, ( 6)

考虑方程( 3) ,可得方程( 7)

  Z = Z( U) , ( 7)

又得

  DZ = JzDU, &Z = Jz &U+ ÛJ z ÛU, ( 8)

其中:

  Jz =

- Ldiag( sinUi )  0

 Ldiag( cosUi )

0  En@ n 3n@ 3n

# 
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E 为单位阵,将方程( 8)代入方程( 6) ,可得梁有限段模型的动力学普遍方程形式的动力学

方程为

  DUT
( L&U+ NÛU- 5 ) = 0, ( 9)

其中:

  L = J
T
zMJ z, N= J

T
zMÛJ z, 5 = J

T
z P# 

3  动力屈曲和后屈曲分析

通常, 梁端点有不同的支承条件,因此, U在总体坐标系中不是独立的# 假定有约束方

程 f j ( U) = 0 ( j = 1, 2, ,, r) , r 为约束方程个数,并令 q = ( U1, U2, ,, Un- r )
T
是独立的坐标,

可得如下方程

  DU= DDq, ( 10)

其中: D 是图1系统的约束矩阵# 因为简支梁的约束方程为

yn = 6
n

i = 1

lisin <i = 0, ( 11)

  D =
E ( n- 1) @ ( n- 1)

- l 1cos<1/ l ncos<n  - l2cos <2/ l ncos <n  ,  - ln- 1cos<n- 1/ ln cos <n n@ ( n- 1)

# 

对于承受轴向周期力 �p ( t ) 的简支梁, 那么方程( 9) 中的 5 为

5 = - �p ( t )Jnsin U+ kU,

其中:

Jn =

l 1/ 2    0

 l 2

  w

   ln+ 1

0    l n/ 2

,

k =

k 0 + k 1 - k1       0

 - k1 k1 + k2 - k2    

  - k2 k2 + k3

   w

   - kn- 2 kn- 2 + kn- 1 - kn- 1    

0      - kn- 1 kn- 1 + kn n@ n

,

则方程( 9)成为方程( 12)

DUT
( L&U+ NÛU+ kU- �p ( t ) JnsinU) = 0, ( 12)

然后,将方程( 10)代入方程( 12) ,考虑 Dq 的独立性,可得下面的方程

D
T
L&U+ D

T
NÛU+ D

T
kU- �p ( t ) D

T
JnsinU= 0, ( 13)

方程( 13)是受轴向周期力作用下简支梁的参激振动方程# 

对动力稳定性分析, 只需考虑小变形,并不计阻尼,由方程( 13)可得

L* &q + k
*
q - �p ( t ) D

0T
Jn D

0
q = 0, ( 14)

对于均质梁取等长单元情况下有
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  L*
= D

0T
( L

T
MeL+ I ec ) D

0
, k

*
= D

0T
kD

0
,

  D
0
=

  E ( n- 1) @ ( n- 1)

- 1 - 1 , - 1 n@ ( n- 1)

,

方程( 14)是Mathieu_Hill型方程,即简支梁的有限段模型的参数振动方程最终归结为一个

Mathieu_Hill方程# 

求广义特征值问题:

  ( k
*

- p
2 L*

) U= 0# ( 15)

标准化的特征矢量 UN 容易获得, 利用它进行坐标变换# 

  q = UN B, ( 16)

因此,在 B坐标空间中方程( 14)可改写为:

  &B+ diagp 2
i ( E + �p ( t ) diagp- 2

i G) B= 0# ( 17)

其中: G = D
0T
JnD

0 UN# 

令 �p ( t ) = AcosXt ,作变换 Xt = 2S,并记d
2
B/ dS

2
= Bd, 那么方程( 17)成为一标准的Math-

ien_Hill方程[ 5]# 

  Bd + �D( E + 2dNcos2S) B= 0, ( 18)

其中:

  �D= 4diagp 2
i / X

2
,

  2d =
A

p
2
1
,

  N= ( p
2
1diagp - 2

i ) G,

N是激励系数矩阵# 

设:

  B= B0 + EB1 + E2B2 + ,,

  �D= a
2
E + E�D1 + E2�D2 + ,, ( 19)

注  �D1,�D2, ,为对角阵# 

将方程( 19)代入方程( 18) , 令方程两边 E的系数相等, 可得

  

B
d
0 + a

2
B0 = 0,

Bd
1 + a

2B1 = - ( D1 + 2a
2 Ncos2S) B0,

Bd
2 + a

2B2 = - (�D2 + 2�D1Ncos2S) B0 - (�D1 + 2a
2Ncos2S) B1,

( 20)

按照求解参数激励振动方程的约束参数法[ 4, 5]可以得到

当 a = 1时, 过渡曲线方程

  �D= E + EN- E
2 1

8 ( N
2
) , ( 21)

当 a = 2时, 过渡曲线方程

  �D= 4E +
5
12
E2N2

, ( 22)

和    �D= 4E -
1
12
E2N2# ( 23)

方程( 21) ~ ( 23)为过渡曲线方程组,由此可得其失稳域# 此处组合参数共振分析未列出,
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感兴趣的读者可参考文献[ 6]至文献[ 8]# 

由于( 13)式对 U没有任何限制, 由此即可进行梁的动力后屈曲的数值分析, 具体方法是

利用分段线性化_直接积分法并结合Newton_Rophson修正# 

4  实   例

对一等截面简支梁轴向简谐力作用下的动力后屈曲数值仿真

一等截面简支梁,如图 3所示,它被分成20个等长单元, EI = 3. 5 @ 109 N#mm2
, l = 800 mm,

Q U 1. 57 g / mm3
; �p ( t ) = 100 cos(Pf t )N# 梁的基频 p 1 = 260. 003 l / s# 

图 3  简支梁受力图

1) 当 f = 15. 0 Hz, 梁振动是动力稳定的# 

2) 当 f = 41. 387 Hz, 梁的第 2阶振动是动力

不稳定的, 梁中点的竖向位移时间曲线如图 4所

示# 

3) 当 f = 82. 774 Hz, 梁第1阶振动是动力不

图 4 工况 2)响应曲线      图 5 工况 3)相应曲线

稳定的,梁中点的竖向位移时间曲线如图5所示# 
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Abstract: Based on the multi_rigid body discretization model, namely finite segment model, a chain

multi_rigid body_hinge_spring system model of a beam was presented, then a nonlinear parametrically

exacted vibration equation of multi_degrees of freedom system was established using the coordination

transformation method, and its resonance fields were derived by the restriction parameter method,

that is the dynamical buckling analysis of the beam. Because the deformer of a beam isn. t restricted

by discrete model and dynamic equation, the post buckling analysis can be done in above math mod-

el. The numerical solutions of a few examples were obtained by direct integrated method, which

shows that the mechanical and math model gotten is correct.

Key words: beam; finite segment method; post buckling; parametrically exacted vibration; buckling
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