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一致正规结构与 Reich的公开问题的解答
X
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(上海师范大学 数学系, 上海 200234)

(张石生推荐)

摘要:  在具有一致正规结构且其范数是一致Gateaux可微的 Banach 空间中,研究了 Reich 提出的公

开问题# 在给渐近非扩张映象作更适当的假设下,对 Reich 的公开问题给出了一个肯定的答复# 

所得结果在下列方面推广与改进了张石生教授的最新结果: ( � ) 去掉了张教授的较强条件/迭代

参数列收敛到零0 ; ( � ) 去掉了张教授的较强假设/ 渐近非扩张映象有不动点0 ; ( � ) 也去掉了张

教授的较强条件/ Banach 压缩映象原理生成的序列强收敛0# 而且, 这些结果也推广与改进了先前

由 Reich, Shioji, Takahashi, Ueda及Wittmann等多位作者得到的相应结果# 

关 键  词:  渐近非扩张映象;  不动点;  一致正规结构;  一致 Gateaux可微范数;  迭代逼

近
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引   言

本文处处设 E是一实的Banach空间, E
* 是 E的对偶空间, D是E的非空子集, J : E y 2E

*

是由下式定义的正规对偶映象:

  J ( x ) = f I E
*

: 3x , f 4= +x +# +f + , +f + = +x + ,   Px I E , ( 1)

其中3#, #4表 E 与E
* 之间的广义对偶对# 

定义 1  设 T : D y D 是一映象# 

1) T 称为渐近非扩张的[ 1]
,如果存在一序列 kn < [ 1, ] ) , lim

n y ]
kn = 1使得

  +T
n
x - T

n
y + [ kn +x - y + ,   Px , y I D, n \ 1,

特别地,当 kn 是常数列 1 时, T 称为非扩张的# 

2) T 称为一致L_Lipschitz的,其中 L 是正常数, 如果

  +T
n
x - T

n
y + [ L +x - y + ,   Px , y I D , n \1,

特别地,每个渐近非扩张映象 T : D y D 是一致L_Lipschitz的,其中 L = sup
n \1

kn < ] # 

3) T 称为渐近正则的,如果

  l im
n y ]

+T
n+ 1

x - T
n
x + = 0,   Px I D# 

熟知[ 2] ,当 T 是非扩张映象时,映象 TK= KI + (1 - K) T 在D上是渐近正则的,其中 KI

1097

 应用数学和力学,第 26 卷 第 9期( 2005年 9 月)

  Applied Mathemat ics and Mechanics
           应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版  

X 收稿日期:  2003_08_21; 修订日期:  2005_03_15

基金项目:  高等学校优秀青年教师教学和科研奖励基金资助项目;上海市曙光计划基金资助项目

作者简介:  曾六川( 1965) ) ,男, 湖南邵东人,教授, 博士,博士生导师( E_mail: zenglc@hotmail. com)# 



(0, 1) 且 I 是E 的恒等映象,即

  l im
n y ]

+T
n
Kx - T

n+ 1
K x + = 0,   Px I D# 

定义 2[ 3]  设 D 是E 的非空闭凸子集, x I D是一给定点, T : D y D 是一映象# 

1) 如果 T 是具有序列 kn < [ 1, ] ) , kn y 1的渐近非扩张映象, 则由下式定义的序列

xn < D:

  

x0 I D,

xn+ 1 = Anx + (1 - An) T
n
yn,   n \ 0,

yn = Bnx n + ( 1- Bn ) T
n
x n

( 2)

称为第一型的修正的 Reich序列,其中 An 、 Bn 是[ 0, 1]中的两个数列# 

2) 在( 2)中, 如果取 Bn = 1, Pn \ 0,则 y n = xn# 于是,由下式定义的序列 x n :

  
x0 I D,

xn+ 1 = An x + (1 - An ) T
n
x n,   n \ 0,

( 3)

称为第二型的修正的 Reich序列,其中 An 是[ 0, 1]中的实数列# 

3) 如果 T 是非扩张映象,则由下私定义的序列 xn :

  

x0 I D,

xn+ 1 = An x + (1 - An ) Tyn ,   n \ 0,

yn = Bn x n + (1 - Bn) Tx n

( 4)

及由下式定义的序列 xn :

  
x0 I D,

xn+ 1 = An x + (1 - An ) Txn ,   n \ 0, ( 5)

都称为Reich序列,其中 An 、Bn 是[ 0, 1]中的两个实数列# 

关于由( 5)定义的 Reich序列 xn 的收敛性问题, Reich[ 4]提出了下面的公开问题:

公开问题  设 E 是一 Banach空间# 他问到,是否存在一实数列 An < [ 0, 1] ,使得对 E

中关于非扩张映象具有不动点性质(简记FPP) 的任意的弱紧凸子集 D, 及对任意的非扩张映

象 T: D y D 和任意的 x I D,由(5) 定义的序列 xn 收敛到T 的不动点# 

关于上述公开问题, 尽管 Reich [ 4, 5]在 E是一致光滑的Banach空间且 An = n
- A

, 0 < A

< 1的条件下给出了一个肯定的答复# 但是, 该问题一般来说仍未解决# 因此, 这需要进一步

的研究努力# 

Wittmann
[ 6]
在 E 是Hilbert空间且 An 满足

  0 [ An [ 1, lim
n y ]

An = 0, 6
]

n= 0
An = ] , 6

]

n= 0
| An+ 1- An | < ] ( 6)

的条件下也给出了一个肯定的答复# 

Shioji与 Takahashi
[ 7]
把Wittmann的结果推广到了具有一致 Gateaux 可微范数的 Banach空

间的情况# 

张石生教授[ 3]研究了分别由( 2)与( 3)定义的第一型、第二型的修正的 Reich序列 x n 的

收敛性问题# 而且,他也研究了分别由(4) 与(5) 定义的 Reich序列 x n 的收敛性问题# 无

疑,在更一般形式与更一般的条件下, 他对 Reich的公开问题给出了肯定的答复# 因而,其结
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果推广与改进了文献[ 4]至文献[ 8]等文中的相应结果# 

受张石生教授
[ 3]
的启发与触动,本文继续研究分别由( 2)与( 3)定义的第一型、第二型的修

正的 Reich序列 xn 的强收敛性问题,以及分别由(4) 与(5) 定义的Reich序列 x n 的强收敛

性问题# 在给渐近非扩张映象作更适当的假设下,对 Reich 的公开问题给出了肯定的答复# 

我们的结果在下列方面推广与改进了张石生教授[ 3]的结果: ( � ) 张的较强的条件 lim
n y ]

An = 0

被去掉; ( � ) 张的 F (T) X ª的假设被去掉; ( � ) 张的较强条件/ z n 强收敛到某一不动点

z I F (T) 0,被我们的较弱条件 +z n - Tz n + y 0 ( n y ] ) 取代# 而且无疑,我们的结果也推

广与改进了文献[ 4]至文献[ 8]等文中的相应结果# 

1  预 备知 识

设 E 是一实 Banach空间,且 U = x I E: +x + = 1 # 回顾到, E 的范数称为 Gateaux

可微的(且 E 称为光滑的) ,如果极限

  lim
t y0

+x + ty + - +x +
t

( 7)

对每个 x , y I U都存在# E的范数称为一致 Gateaux可微的,如果对每个 y I U,极限(7) 对

x I U一致地存在# 已知[ 9]
,如果 E 是光滑的,则正规对偶映象 J 是单值的且是从E 的强拓

扑到 E
*
的弱 * 拓扑连续的;如果 E 的范数是一致 Gateaux可微的, 则 J 在E的每个有界子集

上是从 E 的强拓扑到E
*
的弱 * 拓扑一致连续的# 又回顾到, E 的范数称为一致Frechet可

微的(且 E 称为一致光滑的) ,如果极限(7) 对( x , y ) I U @ U一致地存在# 由于 E
* 是一致

凸的, 当且仅当 E 的范数是一致 Frechet可微的,故每个具有一致凸对偶空间的 Banach 空间是

自反的且具有一致 Gateaux 可微的范数# 反之,其逆不真# 

设 D 是一 Banach空间 E 的非空有界闭凸子集, T : D y D 是具有序列 kn < [ 1, ] ) ,

lim
n y ]

kn = 1的渐近非扩张映象# 固定一个 x I D# 对每个 n \1,定义压缩映象Sn : D y D如

下:

  Sn ( z ) = 1 -
t n

kn
x +

tn
kn

T
n
z ,

其中 tn < (0, 1) 是满足 tn y 1的任意序列# 则由Banach压缩映象原理 Sn 有唯一不动点zn

I D# 

设K 是Banach空间 E的非空有界闭凸子集, d( K ) = sup +x - y + : x , y I K 是K 的直

径# 对每个 x I K ,令 r( x , K ) = sup +x - y +: y I K , r ( K ) = inf r ( x , K ) : x I K ( K

关于自身的Chebyshev半径)# E 的正规结构系数定义为数

  N (E ) = inf d(K ) / r( K ) : K 是E 的有界闭凸子集,满足 d (K ) > 0 ,

空间 E 称为具有一致正规结构,如果 N ( E) > 1# 已知[ 10]
, 具有一致正规结构的空间是自反

的;所有一致凸或一致光滑的 Banach 空间都具有一致正规结构# Lim 与 Xu[ 10]证明了下列结

果:

引理 1[ 10]  设 E 是具有一致正规结构的Banach空间, D 是E 的非空有界子集, T : D y D

是一致L_Lipschitz的映象,满足L < N ( E)
1/ 2# 又设存在 D的非空闭凸子集K , 满足下列性质

( P) :

  (P)  x I K ] Xw( x ) < K ,
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其中 Xw( x ) 是 T 在 x 的弱 X_极限集,即集

  y I E : y = 弱 _ lim
j y ]

T
n
j x 对某个nj { ] ,

则 T 在K 中有不动点# 

命题 1  设 E 是具有一致正规结构的 Banach空间, D 是E 的非空有界子集, T : D y D是

渐近正则的渐近非扩张映象, 具有序列 kn < [ 1, ] ) , kn y 1# 又设存在 D 的非空闭凸子集

K ,具有同引理 1中相同的性质(P) ,则 T 在K 中有不动点# 

证明  由于 lim
n y ]

kn = 1且N ( E) > 1,故存在自然数m 0使得T
m
0: D y D是一致L_Lipschitz

的, L < N (E )
1/ 2# 对每个 x I K ,记T

m
0 在 z 的弱X_极限集为 Xcw( x ) # 于是,由性质(P) 推得

X
c
w( x ) < Xw( x ) < K# 把引理 1用于映象 T

m
0,得知 T

m
0在 K 中有不动点z# 注意到, T 在D

上是渐近正则的# 因而, lim
n y ]

+T
n
z - T

n+ 1
z + = 0# 从而,有

  z = lim
j y ]

T
jm

0z = lim
j y ]

T
jm

0
+ 1

z = Tz# 

设 L是自然数集N 上的平均,即, l
] 上满足 +L+ = 1 = L(1) 的连续线性泛函# 已熟

知, L是N 上的平均,当且仅当

  inf an: n I N [ L( a) [ sup an : n I N ,

Pa = ( a1, a2, ,) I l
] # 根据实际情况,本文用 Ln ( an) 代替泛函值 L( a)# N上的平均L称

为 Banach极限[ 7]
, 如果 Ln( an) = Ln ( an+ 1) , P a = ( a1, a2, ,) I l

] # 利用Hahn_Banach定

理,可证 Banach极限的存在性# 又知,如果 L是 Banach极限,则

  lim inf
n y ]

an [ Ln ( an) [ lim sup
n y ]

an,   P a = ( a1, a2, ,) I l
]

,

设 x n 是E 中的有界序列,则可定义 E 上实值连续凸函数<: <( z ) = Ln +x n - z +2
, Pz I

E# 

引理 2[ 7]  设 E 是具有一致 Gateaux 可微范数的 Banach 空间, C 是E 的非空闭凸子集,

xn 是E中的有界序列# 设 L是Banach极限, z I C# 则 Ln +xn - z +2
= min

y I C
Ln +x n - y +2

当且仅当 Ln3y - z , J ( x n - z )4 [ 0, Py I C# 

引理 3[ 11]  设 Kn 是[ 0, 1] 中的实数列, Cn 、 Ln 是非负的实数列, 满足: 6
]

n= 1
Kn = ]

且 6
]

n= 1

Ln < ] # 若存在自然数 n0 使得 Cn+ 1 [ (1 - Kn) Cn + Kn# Rn + Ln, Pn \ n0, 其中

lim sup
n y ]

Rn [ 0,则 lim
n y ]

Cn = 0# 

引理 4[ 3] , [ 11]  设 E是一实Banach空间, J : E y 2E
*

是正规对偶映象,则对一切 x , y I E ,

下列不等式成立:

  ( a) +x + y +2 [ +x +2
+ 23y , j ( x + y ) 4,   Pj ( x + y ) I J ( x + y ) ;

  ( b) +x + y +2 \ +x +2
+ 23y , j ( x ) 4,   Pj ( x ) I J ( x )# 

引理 5[ 12]  设 E 是具有一致正规结构的 Banach空间, D 是E 的非空有界闭凸子集, T : D

y D 是渐近非扩张映象,则 T 在D 中有不动点# 

2  主 要结 果

定理 1  设 E 是具有一致正规结构的实 Banach空间,其范数是一致Gateaux可微的# 设
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D 是E 的非空有界闭凸子集, T : D y D是渐近正则的渐近非扩张映象,具有序列 kn < [ 1,

] ) , kn y 1# 设 An 、 Bn 是[ 0, 1] 中的二实数列,满足: 6
]

n= 0

An = ] # 对任给的 x I D 及任

一 n \ 1,定义压缩映象 Sn : D y D 如下:

  Sn ( z ) = (1 - dn) x + dnT
n
z , ( 8)

其中,对 Pn \1, dn = tn / k n, tn I (0, 1) 且 tn y 1( n y ] )# 设 zn 是Sn的唯一不动点,即 zn

满足:

  z n = Sn ( zn ) = (1- dn ) x + dnT
n
z n,   n \ 1, ( * )

如果 6
]

n = 1
( kn - 1) / ( kn - t n) < ] 且l im

n y ]
+zn - Tzn + = 0,则由(2) 定义的第一型的修正的Reich

序列 xn 强收敛到不动点z I F( T)# 

证明  首先观察到, 对每个 MI F( T) ,

  3zn - T
n
zn , J ( zn - M) 4 = 3z n - M, J ( zn - M)4+ 3M- T

n
zn, J ( zn - M) 4 \

    - ( k n - 1) +zn - M+2 \- ( kn - 1) d
2
,

其中 d = diamD, 即 D 的直径# 由于 zn 是Sn 的不动点,故有

  z n - T
n
zn =

1 - dn

dn
( x - z n) , ( 9)

于是,由上述不等式即得

  3zn - x , J ( zn - M)4 [ snd
2
, ( 10)

其中 sn = dn ( kn - 1) / (1- dn) = tn ( kn - 1) / ( kn - t n) y 0 ( n y ] )# 现在,设 L是一 Banach

极限,并定义 <: D y [ 0, ] ) : <( z ) = Ln +z n - z +2# 由于 <是连续的凸函数,并当 +z + y

] 时 <( z ) y ] , 且 E 是自反的, 因而, <在D上达到其下确界# 于是,集

  K = y I D: <( y ) = min
z I D

<( z )

是非空闭凸集# 尽管 K 在T 之下未必是不变的,但它却具有性质(P)# 事实上,如果 y 是K 中

的点, p = 弱 _ lim
j y ]

T
m

j y 属于Xw( y ) , T 在y 的弱 X_极限集,则据 lim
n y ]

+z n - Tz n + = 0及 <的弱

下半连续性,即有

  <( p ) [ l im inf
j y ]

<( T
m

j y ) [ lim sup
m y ]

<( T
m
y ) =

      lim sup
m y ]

Ln +zn - T
m
y +2

= lim sup
my ]

Ln +T
m
z n - T

m
y +2 [

      lim sup
m y ]

k
2
m # Ln +zn - y +2

= Ln +zn - y +2
= min

z I D
<( z ) ,

据此即知, p 属于K# 因此, K 满足性质(P)# 再由命题 1得知, T 有不动点z I K# 注意到,

E 的范数是一致Gateaux可微的# 因 z 也是 <在D 上的最小点, 故据引理 2推得

  Ln3y - z , J ( z n - z )4 [ 0,   Py I D, ( 11)

特别地,有

  Ln3x - z , J ( z n - z )4 [ 0, ( 12)

合并( 12)与( 10) , 即得 Ln3zn - z , J ( zn - z ) 4= Ln +zn - z +2 [ 0# 所以,存在 zn 的一子列

zn
j 强收敛到z# 今断言, zn 的每个强收敛子列的极限都等于 z# 设 zm

j 是 z n 的另一子

列,且强收敛到 y ,则由 lim
n y ]

+z n - Tz n + = 0推得, y 是T 的不动点# 由于 E 的范数是一致

Gateaux可微的,故 J 在E 的每个有界子集上是从E 的强拓扑到E
* 的弱* 拓扑一致连续的# 
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观察到,

  | 3z n
j
- x , J ( z n

j
- y ) 4- 3z - x , J ( z - y ) 4 | =

    | 3z n
j
- z , J ( z n

j
- y )4+ 3z - x , J ( zn

j
- y ) - J ( z - y ) 4 | [

    +z n
j
- z +#+z n

j
- y + + | 3z - x , J ( zn

j
- y ) - J ( z - y ) 4 | ,

因此,据 +zn
j
- z + y 0 ( j y ] ) 即得

  lim
j y ]

3zn
j
- x , J ( zn

j
- y ) 4= 3z - x , J ( z - y ) 4, ( 13)

类似地,也可证,

  lim
j y ]

3zm
j
- x , J ( zm

j
- z ) 4= 3y - x , J ( y - z ) 4, ( 14)

从而,由( 10) , ( 13)及( 14)推得

  3z - x , J ( z - y ) 4 [ 0, 3y - x , J ( y - z )4 [ 0,

两不等式相加,即得 3z - y , J ( z - y ) 4= +z - y +2
= 0# 可见, z = y# 这就证明了 z n 强

收敛到 z# 

下面断言,由( 2)定义的序列 x n 强收敛到上述z I F (T)# 事实上,由(2) , 引理4( a) 及

T 的渐近非扩张性推得,对每个 n \ 1,

  +xn+ 1- z +2
= +(1- An) ( T

n
yn - z ) + An ( x - z ) +2 [

    ( 1- An)
2
k
2
n +yn - z +2

+ 2An3x - z , J ( x n+ 1- z ) 4, ( 15)

  +yn - z + [ Bn +x n - z + + (1- Bn) kn +x n - z + [ kn +x n - z +# 

今考虑( 15)的右边的第 1项# 观察到,

  (1 - An )
2
k
2
n +y n - z +2 [

    ( 1- An) +xn - z +2
+ ( k

4
n - 1) (1- An) +x n - z +2 [

    ( 1- An) +xn - z +2
+ ( kn - 1)#M1, ( 16)

其中   M 1 = d
2#sup

n \0
( k

2
n + 1) ( kn + 1)# 

又考虑( 15)的右边的第 2项# 由( * )即得

  x n - zm = (1 - dm) ( x n - x ) + dm( xn - T
m
zm) ,   Pn \ 0, m \ 1, ( 17)

所以,由( 17)及引理 4( b)推得

  d
2
m +x n - T

m
zm +2

= +( x n - zm) - (1 - dm) ( x n - x ) +2 \

    +x n - z m +2
- 2(1 - dm)3x n - x , J ( xn - zm) 4=

    ( 1- 2(1- dm) ) +xn - zm +2
+ 2(1 - dm) 3x - zm , J ( xn - zm) 4,

于是,即得

  
d

2
m

1 - dm
+xn - T

m
zm +2

+
1- 2dm

1- dm
+xn - zm +2 \ 23x - zm , J ( xn - zm) 4, ( 18)

因 zm y z I F(T ) ( m y ] ) , 故有 lim
m y ]

+T
m
zm - z + [ lim

m y ]
km +zm - z + = 0,于是有 T

m
zm y

z ( m y ] )# 从而,

  lim
m y ]

+xn - zm + = lim
my ]

+x n - T
m
zm + = +xn - z + , ( 19)

令 m y ] , 在( 18)的两边取极限# 利用( 19) ,先得到( 18)的左边的极限

  lim
m y ]

d
2
m

1- dm
+xn - T

m
z m +2

+
1- 2dm

1 - dm
+xn - zm +2

=
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    lim
m y ]

d
2
m + (1- 2dm)

1 - dm
+x n - zm +2

=

    lim
m y ]

(1 - dm) +x n - z m +2
= 0,   +x n - z +2

= 0 (因 dm y 1) , ( 20)

由于 J 在E 的每个有界子集上是从E 的强拓扑到E
* 的弱* 拓扑一致连续的,因此, 也得到

( 18)右边的极限

  lim
m y ]

23x - zm , J ( x n - z m)4 = 23x - z , J ( xn - z ) 4, ( 21)

从而,由( 18)、( 20)及( 21)得 3x- z , J ( xn - z )4 [ 0, P n \0# 故lim sup
n y ]

3x - z , J ( x n - z ) 4 [

0# 

注意到, lim
n y ]

( kn - tn) = 0# 故对任给 E> 0,存在自然数m 1使得 kn - t n < E, Pn \m 1# 

即 E
- 1

( kn - 1) <
kn - 1

kn - tn
, P n \ m1# 再由 6

]

n= 0

kn - 1

kn - tn
< ] 得 6

]

n= 0
( kn - 1) < ] # 

现在,置 Cn = +xn - z +2
, Kn = An, Rn = 23x - z , J ( xn+ 1- z ) 4,且 Ln = ( kn - 1) # M 1# 

则据(15) 与(16) 即得 Cn+ 1 [ (1 - Kn ) Cn + Kn # Rn + Ln, P n \ 0,其中 Kn I [ 0, 1] , 6
]

n= 0

Kn =

] , lim sup
n y ]

Rn [ 0, 且 6
]

n= 0
Ln < ] # 于是,由引理 3推得 Cn y 0( n y ] ) ,即 x n 强收敛到不

动点 z I F( T)# 

注 1 通过仔细地分析定理 1的证明, 即知,如果用条件 sup
n \1

kn < N( E)
1/ 2
取代 T 的渐近正则性, 则定理1

的结论仍真# 

定理 2  如果定理 1中的条件被满足, 则由( 3)定义的第二型的修正的 Reich 序列 x n 强

收敛到不动点z I F( T)# 

利用证明定理 1与定理 2的方法, 可证下列结果# 

定理 3  设 E 是具有一致正规结构的实 Banach空间,其范数是一致Gateaux可微的# 设

D是E的非空有界闭凸子集, T : D y D是非扩张映象# 设 An 、 Bn 是[ 0, 1] 中的二实数列,

满足: 6
]

n = 0
An = ] # 对任给的 x I D, 定义压缩映象 S t : D y D: St ( z ) = (1- t ) x + tTz , Pz I

D,其中 t I (0, 1) 且 t y 1- # 则由(4) 或(5) 定义的 Reich序列 x n 强收敛到不动点 z I

F (T)# 
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Uniform Normal Structure and Solutions

of Reich. s Open Question

ZENG Lu_chuan

( Depar tm ent of Ma them atics , Shan gha i Norm al Un iver sity ,

Shangha i 200234, P . R . China )

Abstract: The open question raised by Reich is studied in a Banach space with uniform normal struc-

ture, whose norm is uniformly Gateaux differentiable. Under more suitable assumptions imposed on

an asymptotically nonexpansive mapping, an affirmative answer to Reich. s open question is given.

The results presented extend and improve ZHANG Shi_sheng. s recent ones in the following aspects:

( � ) ZHANG. s stronger condition that the sequence of iterative parameters converges to zero is re-

moved; ( � ) ZHANG. s stronger assumption that the asymptotically nonexpansive mapping has a fixed

point is removed; ( � ) ZHANG. s stronger condition that the sequence generated by the Banach Con-

traction Principle is strongly convergent is also removed. Moreover, these also extend and improve

the corresponding ones obtained previously by several authors including Reich, Shioji, Takahashi, Ue-

da and Wittmann.

Key words: asymptotically nonexpansive mapping; fixed point; uniform normal structure; uniformly

Gateaux differentiable norm; iterative approximation
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