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摘要: � 通过复变函数论的方法, 对材料的非线性特性下的� 型界面裂纹 Dugdale 模型的动态扩展

问题进行了研究�� 采用自相似函数的方法可以获得解析解的一般表达式�� 应用该法还可以很容

易将所讨论的问题转化为 Riemann_Hilbert 问题, 并可以相当简单地得到问题的闭合解�� 利用这些

解并采用叠加原理, 就可以求得任意复杂问题的解��
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引 � �言

在裂纹动态扩展过程中, 裂纹尖端附近发生大范围塑性变形, 所以仅仅考虑材料的线弹性

响应是不够的, 而应该进一步研究材料非线性特性下的裂纹动态扩展问题, 这样才可能进一步

揭示固体的动态断裂规律[ 1]��在非线性断裂力学中还有一个成功的模型, 即所谓的Dugdale 模

型, 也可以推广到动力学情形��这一推广最早为 Kanninen 给出[ 2]��本文将它推广到 �型界面

问题的断裂动力学之中, 利用复变函数论的方法给出解的一般表示��但这一类动力学问题, 由

于数学上的困难, 对其研究较少[ 3~ 5]��应用自相似函数论的方法可以很容易地将所讨论的问

题转化为 Riemann_Hilbert 问题, 而后一问题可以用通常的 Muskhelishvili 方法[ 6, 7] 求解��

1 �正交异性体弹性动力学反平面问题的相关方程

对于正交异性体, 我们选择 Cartesian 坐标轴和物体的弹性对称轴相一致, 所考虑的问题被

限制在反平面上, 则正交异性体的反平面运动方程为:

� � C55
�2

w

�x 2 + C44
�2

w

�y 2 = �
�2

w

�t
2 , ( 1)

式中 C44、C55 为弹性常数, �为材料密度, w 为沿z 方向的位移
[ 3]

, 利用Atkinson 的变换方法, 令
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� � �= x - �t + Ty , ( 2)

这里 �为复变量, T 为�的函数��

现构造运动方程的解如下:

� � w = Re�
�

- �
�( �) d�, ( 3)

式中的积分是在 �的实轴上进行的��将( 3) 代入( 1) 式后可知, 只要满足关系式:

� � C55 + C44T
2
- ��2 = 0, ( 4)

则运动方程( 1) 将成为恒等式, 因此 �( �) 是由边界条件所确定的任意函数��

而( 4) 式有两个根, 我们仅取虚部为正的根, 而后可得:

� � T ( �) = i ( C55 - ��2) / C44, ( 5)

然后, 将( 3) 代入( 1) 的正交异性体物理方程可得:

� � �yz = Re�
�

- �
C44T

��( �)
�� d�, �xz = Re�

�

- �
C55
��( �)
�� d��� ( 6)

在 y = 0上, ( 2) 式转化为:

� � �= x - �t�� ( 7)

1. 1 �位移是齐次
当位移是齐次( 我们将零次齐次函数简称齐次, 以下同) 时, 我们取:

� � ��( �) =
f ( �)
�

, ( 8)

将其代入( 3) 式、( 6) 式, 利用 Cauchy 公式, 在 y = 0上得:

� �
�yz = Re - 2�i�

C44

t
T

x
t

f
x
t

, �xz = Re - 2�i�
C 55

t
f

x
t

,

�w
�t = Re 2�i� x

t
2 f

x
t
��

( 9)

根据自相似方法[ 4] , [ 8, 9] , 令: �= x / t , 而后我们取:

� � F( �) = - 2�iC44T ( �)f ( �) ,

则( 9) 式将变为:

� �
�xz =

C 55

C44 t
Re

F( �)
T ( �) , �yz =

1
t

ReF ( �) ,

�w
�� =

1
C44

Re
F( �)
T( �)

��
( 10)

1. 2 �应力是齐次
当应力是齐次时, 我们取:

� � ��( �) =
f ( �)
�

, ( 11)

将( 11) 式代入( 3) 式、( 6) 式, 利用 Cauchy 公式, 在 y = 0 上得:

� �

��yz

�t = Re 2�iC 44� �
t

T ( �) f ( �) ,
��xz

�t
= Re 2�iC55� �

t
f ( �) ,

�2
w

�t 2 = Re - 2�i��
2

t
f ( �) ��

( 12)

我们令: F ( �) = 2�i�C44T( �)f ( �) ,

则( 12) 式将变为:
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� �

��yz

�t =
1
t

ReF ( �) ,
��xz

�t =
C 55

C44 t
Re

F( �)
T ( �) ,

�2w
�t��=

1
C44

Re
F ( �)
T ( �)

��
( 13)

1. 3 �具有任意自相似指数的问题
设在一无限弹性半空间 y = 0 上有任意个载荷区域及位移区域, 这些区域的端点各以不

同的常速移动, 初始静止, 这些区域上的载荷及位移是如下函数的线性组合:

� �
dk

f s ( x )

dx
k �

dm
f n ( t )

dt
m , f i ( �) =

0� � ( �< 0) ,

�i � � ( �> 0) ,
( 14)

式中 k、s、m、n 为任意正整数, x 、t 的复杂函数一般可表示为( 14) 式的线性组合, 因而若能求

得具有( 14) 式形式的载荷或位移问题的解, 则可通过叠加得到复杂问题的解��现引入线性微

分算子及反演:

� � L =
�m+ n

�xm�t
n , � 反演为 � L

-
=
�- m- n

�x- m�t
- n , ( 15)

式中负导数表示 ( m+ n) 阶积分, 零导数表示函数本身�� 容易证明, 必存在 m、n, 使L 作用于

( 14) 式后, 得到的函数是 x、t 的零次齐次函数, 称此 m、n 为自相似指数��利用前面的方法, 可

以得出:

当 Lw 是齐次函数时, 只需将 w、�xz、�yz 换成Lw、L�xz、L�yz , 则( 8) 式~ ( 10) 式仍然成立��

当L�xz、L�yz 是齐次函数时, 只需将w、�xz、�yz 换成Lw、L�xz、L�yz , 则( 11) 式~ ( 13) 式仍然成

立��

因此, 在 y = 0上可得到如下一般性结论
[ 4, 5]

:

当 Lw 是齐次函数时, 我们令:

� � w
0

= Lw , �0xz = L�xz , �
0
yz = L�yz�� ( 16)

当 L�xz、L�yz 是齐次函数时, 我们令:

� � w
0

=
�
�t

Lw , �0xz =
�
�t

L�xz , �
0
yz =

�
�tL�yz�� ( 17)

在引进符号的帮助下, 所有的一般表达式可写为:

� �
�0yz =

1
t

ReF ( �) ,
��0xz

�t
=

C55

C44t
Re F( �)

T( �)
,

�w 0

�� =
1

C44
Re

F ( �)
T ( �) ��

( 18)

若令: f ( �) = F ( �) / T( �) ,

则( 18) 式变为:

� �
�0yz =

1
t

Re[ f ( �) T( �) ] ,
��0xz

�t =
C55

C44 t
Ref ( �) ,

�w 0

�� =
1

C44
Ref ( �)��

( 19)

2 �两种不同正交异性材料的界面问题

设两种不同材料界面处于 y = 0 的平面上, 在无限远处受到剪切载荷大小 P 的作用下开

始出现一无限小的微观裂纹, 并以最大的速度沿着界面扩展, 如图1 所示��由于在两种不同材

料界面上作用力与反作用力相等, 因此对于反平面问题, 我们有:
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� � �0( 1)
yz ( x , 0, t ) = �0(2)

yz ( x , 0, t ) , ( 20)

也就是说, 在 y = 0、- � < x < � 的平面上, 界面上的剪应力的大小相等, 方向相反��式中右

上角括号内的数字分别表示 1、2 两种材料中相应的物理量[ 4]��而后将( 18) 式、( 5) 式代入( 20)

式, 那么我们就可以得到异种材料之间的关系式如下:

� � Im ( C
( 1)
55 - �( 1) �2) / C

(1)
44 f

(1)
( �) = Im ( C

( 2)
55 - �( 2) �2) / C

(2)
44 f

(2)
( �)�� ( 21)

图 1� 两种不同材料界面的裂纹扩展示意图

为了不失一般性, 我们总假定 C
(1)
55 / �(1)

< C
( 2)
55 / �( 2)

, 对于不同的 �值, 根据( 21) 式可得:

� �

当 �2 <
C

( 1)
55

�( 1) <
C

( 2)
55

�( 2) 时, Imf
(1)

( �) =
( C

( 2)
55 - �(2) �2) / C

(2)
44

( C
( 1)
55 - �

(1)
�

2
) / C

(1)
44

Imf
(2)

( �) ,

当
C

(1)
55

�( 1) < �2 <
C

(2)
55

�(2) 时, Ref (1)
( �) =

( C
( 2)
55 - �(2) �2) / C

(2)
44

( �
(1)
�

2
- C

(1)
55 ) / C

(1)
44

Imf
(2)

( �) ,

当
C

(1)
55

�( 1) <
C

(2)
55

�( 2) < �2 时, Ref (1)
( �) =

( �(2) �2 - C
(2)
55 ) / C

(2)
44

( �
(1)
�

2
- C

(1)
55 ) / C

(1)
44

Ref (2)
( �) = 0,

( 22)

上面的最后一式之所以为零, 是因为弹性波的扰动绝对不会超过两种介质中最大声速的传播

范围��

设裂纹以恒定速度 V ( 小于声速) 沿 x 轴正、负方向对称扩展, 在裂纹之外两种材料的界

面上, 位移应连续, 故有

� � w
0(1)

= w
0(2)

, y = 0, | x | > Vt�� ( 23)

由( 19) 式可知, 此时边界条件可改写为:

� � 1
C

( 1)
44

Ref (1)
( �) =

1
C

( 2)
44

Ref (2)
( �) , | x | > Vt�� ( 24)

将( 24) 式、( 22) 式联立, 我们应当注意到当两种介质相同时, 所得的解必须转化为单一介

质中问题的相应解[ 4, 5] , [ 8] , 可以得出:

� �

f
( 1)

( �) = m ( �) n
( 1)

( �) , f
( 2)

( �) = m ( �) n
( 2)

( �) ,

n
( 1)

( �) =
( C

(2)
55 - �( 2) �2) / C

( 2)
44

( C
(1)
55 - �( 1) �2) / C

( 1)
44

+
( C

( 2)
55 - �( 2) �2) / C

(2)
44

( C
( 1)
55 - �( 1) �2) / C

(1)
44

,

n
( 2)

( �) = 1 +
( C

(2)
55 - �( 2) �2) / C

( 2)
44

( C
(1)
55 - �( 1) �2) / C

( 1)
44

,

( 25)

式中 m( �) 必须满足下式:
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� �
Rem ( �) = 0, � � | � | > V,

Im m( �) = 0, � � | � | < V��
( 26)

由( 19) 式、( 25) 式、( 26) 式给出了具有任意自相似指数的不同正交异性材料界面扩展裂纹

断裂动力学问题的一般解, 显然此问题转化为寻找单一自相似函数 m( �)�� 在满足( 25) 式的

条件下, 只要自相似函数 m( �) 满足具体问题的边界条件即可, 不需再考虑运动方程及界面的

连接条件[ 4, 5]��

3 � �型界面裂纹动态 Dugdale 模型的说明

关于 �型界面裂纹的动态 Dugdale 模型如图 2 所示��这不仅与静态 Dugdale 模型相似[ 10] ,

而且也与文献[ 11] 的连续位错模型相类似, 不同之处仅在于材料不一致而已, 而其它则完全相

同��关于 x 轴和y 轴, 此模型有几何的和力学的对称性�� 在 y = 0、- Vt < x < - �t 及 �t <

x < Vt 区间上作用闭合力, 该力代表裂纹尖端后部区所受的切应力; 其长度为未知, 待定; 对

金属材料为屈服极限, 对非金属材料, 例如岩石、玻璃等, 它相当于破碎极限��

图 2� � 型界面裂纹动态 Dugdale模型的示意图

采用了以上简化模型之后, 非线性动态问题已经线性化了��对于线性问题可以用迭加原

理��上述问题可以转化为两个问题的迭加[ 1]��其中一个是无裂纹体, 在远处受切应力 �作用

的问题�� 另一个是带裂纹体, 在远处不受外力作用; 而在区间 y = 0、| x | < �t 内, 作用着切

应力- �; 在区间 y = 0、�t < | x | < Vt 内, 其切应力为 P��

4 �动态 Dugdale 模型的具体解

假定在 t = 0时刻, 在坐标原点开始出现一微观裂纹, 并以速度 V(小于声速) 沿 x 轴正、负

方向对称扩展; 而在裂纹尖端后部区 �t < | x | < Vt 上受到切向均布载荷作用, 且该载荷以速

度 �< V 沿裂纹表面运动, 载荷的大小为 P , 如图2 所示�� 在 y = 0 的半平面上, 问题的边界

条件为:

� �

�
(1)
yz = �

(2)
yz = 0, y = 0, | x | < �t ,

�(1)
yz = �(2)

yz = - P, y = 0, �t � | x | < Vt ,

w
( 1)

- w
(2)

= 0, y = 0, | x | > Vt��

( 27)

由广义函数论[ 12] 可将( 27) 的前二式可以改写为:

� � �( 1)
yz = �

(2)
yz = - P + P[ H( x + �t ) - H ( x - �t ) ] , y = 0, | x | < Vt , ( 28)

式中H( x ) 为阶跃( Heavyside) 函数��

显然本问题应力是齐次, 这里的 L = 1, 将( 28) 式代入( 19) 式、( 25) 式、( 17) 式后, 可得下

式:
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� � Re[ T
(2)

( �) m( �) n
(2)

( �) ] = P�t [ �( x + �t ) + �( x - �t ) ] =

� � � � P�[ �( �+ �) + �( �- �) ] , y = 0, | � | < V�� ( 29)

利用 �( Dirac) 函数的性质[ 12, 13] , 我们将得到:

� � �( �+ �) + �( �- �) = Re
2�i

�( �2 - �2)
�� ( 30)

由于 T ( �) 在亚音速范围内为纯虚量�� 因此( 29) 式中的 m ( �) 在区间 | � | < V 上必然

为纯实量, 且 m( �) = P��� 因为在 | x | < Vt 时, �yz 取不同的2 个值, 则 m ( �) 中必有2 个待

定的实常数�� 而在坐标原点位移有界, 即 � � 0, m ( �) = o ( 1)# 利用对称性、无穷远条件及

裂纹尖端的应力奇异性
[ 14~ 16]

, 可确定 m( S) 的唯一解必满足如下形式:

  m( S) = S
n
( V

2
- S

2
)

- 3/ 2
A + 2B / [ P( S

2
- A

2
) ] , ( 31)

式中 A 、B 为待定实常数, n 为待定指数# 

将( 31) 式代入( 19) 式、( 25) 式、( 29) 式后, 即可确定指数 n :

  n = 1# 

因此当 S y A 时, 由( 29) 式、( 30) 式、( 31) 式及( 5) 式, 可确定实常数 B :

  B =
AP ( V

2
- A

2
)

3/ 2

( C
(2)
55 - A

( 2)
S

2
) / C

(2)
44

n
(2)

( A) , ( 32)

然后将( 31) 式代入( 17) 式、( 19) 式、( 25) 式, 即可求得 y = 0 上的应力 Syz、位移 w、动态应力强

度因子K 3( t ) 分别为:

Syz( x , 0, t ) = ReQ

x / t

C
d

-
( C

( 2)
55 - Q

( 2)
S

2
) / C

(2)
44

( S
2
- V

2
)

3/ 2 A +
2B

P( S
2
- A

2
)

n
(2)

( S) d S,

  | x | > Vt , ( 33)

w =
1

C
(2)
44 Q

t

0
dt # ReQ

x / t

C
d

-
S

( V
2

- S
2
)

3/ 2 A +
2B

P( S
2
- A

2
)

n
( 2)

( S) dS,  | x | < Vt , ( 34)

K 3( t ) = lim
x y Vt

2P( x - Vt) ReQ

x / t

C
d

-
( C

(2)
55 - Q

(2)
S

2
)/ C

(2)
44

( S
2
- V

2
)

3/ 2 A +
2B

P( S
2
- A

2
)

n
(2)

( S) dS =

   
Pt ( C

(2)
55 - Q

(2)
V

2
) / C

(2)
44

V
3/ 2 A +

2B

P( V
2

- A
2
)

n
(2)

( V)# ( 35)

( 35) 式的极限属于 0# ] 型, 必须转化为
]
] 型后, 方可应用罗比塔( L. Hospital ) 法则进行求

导计算
[ 17]

, 从而得出上式的极限值# 

在各向同性体中, 弹性波的扰动范围可以用半径为 c1t、c2t 的圆形区域来表示, 这里的

c1、c2 分别为弹性体的纵、横波波速# 而在各向异性体中, 扰动的范围不在是圆形区域, 不会

超过弹性体的门槛值 Cd = C55/ Q(声速)# 当 | x | > Cdt 时, Im[ T ( S) ] = 0, 因而应力、位移

皆为 0; 这说明 y = 0时, 弹性波的扰动不会超过 Cdt# 将( 33) 式代入边界条件( 27) 式后, 即可

确定实常数 A:

  

J 1 = ReQ

C
d

M
-

( C
(2)
55 - Q

(2)
S

2
) / C

(2)
44

( S
2
- V

2
)

3/ 2 n
(2)

( S) d S,

J 2 = ReQ

C
d

M
-

( C
(2)
55 - Q

(2)
S

2
) / C

(2)
44

( S
2
- A

2
) ( V

2
- S

2
)

3/ 2 n
(2)

( S) d S,

A = ( P - 2B P
- 1

J 2) / J 1,

( 36)
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式中 A < M < V, 积分是在主值意义下进行的# 

对于 Ó 型界面裂纹 Dugdale 模型的动态应力强度因子必有 K 3( t ) = 0 这一关系[ 1]
, 令 P

= - Ss, 然后利用( 35) 式可以很容易的推导出下式:

  A +
2B

P( V
2
- A

2
)

= 0# ( 37)

由( 36) 式可知, 当变数 M 确定以后, A 、J 1、J 2 均含有一个未知量 A; 而( 32) 式中的常数 B

也含有一个未知量A# 因此利用( 37) 式可以很容易地解出 A 的数值解, 当然这里的 A 是不可

能用函数的形式来表示的, 也只能得到数值解# 

将( 37) 式代入( 34) 式, 当 x y At 时, 对( 34) 式取极限可以很容易地求出 y > 0时裂纹尖端

的张开位移 D3( t ) :

  D3( t ) = lim
x y At

1

C
( 2)
44 Q

t

0
dtReQ

x / t

C
d

-
S

( V
2
- S

2
)

3/ 2 A +
2B

P( S
2
- A

2
)

n
(2)

( S) dS=

    
1

C
( 2)
44

lim
x y At Q

t

0
dtReQ

x / t

C
d

-
S

( V
2
- S

2
)

3/ 2
2B

P( S
2
- A

2
)

-
2B

P( V
2
- A

2
)

n
(2)

( S) dS =

    
2B
P

t
C

(2)
44

# limSyA
ReQ

S

C
d

-
S

( S
2
- A

2
) ( V

2
- S

2
)

1/ 2 n
(2)

( S) dS# ( 38)

根据具体问题的实际条件, 将相关的参数代入到( 33) 式、( 38) 式, 即可很容易求得相应的

应力、裂纹尖端张开位移的数值解# 至此, 关于Ó 型界面裂纹 Dugdale 模型的动态扩展问题已

经解决# 

下面以( 33) 式、( 38) 式为例来分别描述应力场、裂纹尖端张开位移# 所假定的常数如下:

  C
(2)
55 = 2C

(2)
44 = 10. 00 GPa, Q

( 2)
= 2. 7 @ 9. 8 @ 103 N/ m3;

  C
(1)
55 = 2C

(1)
44 = 16. 00 GPa, Q

( 1)
= 7. 8 @ 9. 8 @ 103 N/ m3;

  P = 200 N, A = 200 m/ s, V = 300 m/ s, M = 250 m/ s;

通过数值计算可知, 裂纹尖端附近应力场具有明显的奇异性, 见图 3; 相关的数值关系见

表1# 这一变化趋势与文献[ 18~ 21] 的结果相类似, 从而说明这一结果的正确性# 
表 1 裂纹尖端的切应力和坐标原点距离的相关数值

x / m 0. 030 0 0. 030 1 0. 030 2 0. 030 3 0. 030 4 0. 030 5 0. 030 6

Syz / (N/m2) + ] 299. 243 7 281. 201 8 268. 448 6 258. 569 1 248. 847 7 241. 228 2

x / m 0. 030 7 0. 030 8 0. 030 9 0. 031 0 0. 031 1 0. 031 2 0. 031 3

Syz / (N/m2) 233. 655 3 227. 898 7 221. 635 3 215. 636 6 210. 450 8 205. 396 1 200. 786 8

x / m 0. 031 4 0. 031 5 0. 031 6 0. 031 7 0. 031 8 0. 031 9 0. 032 2

Syz / (N/m2) 196. 510 6 193. 105 6 188. 143 8 184. 773 5 180. 410 2 176. 787 3 174. 106 4

  从( 38) 式可知, 裂纹尖端张开位移 D3( t ) 和时间 t 成正比, 见图 4, 相关数值见表2# 

  表 2 裂纹尖端张开位移 D3 ( t) 和时间 t的相关数值

t @ 10- 4/ s 2 4 6 8 10

D3( t ) @ 10- 6 / m 0. 039 6 0. 079 3 0. 118 9 0. 158 5 0. 198 2

t @ 10- 4/ s 12 14 16 18 20

D3( t ) @ 10- 6 / m 0. 237 8 0. 277 5 0. 317 1 0. 356 7 0. 396 4

5  结  论

采用自相似函数的途径能够获得Ó 型界面裂纹Dugdale 模型的动态扩展问题的具体解, 这
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图 3  裂纹尖端的切应力和坐标原点距离的关系  图 4 裂纹尖端张开位移 D3( t) 和时间 t 的关系

可认为是弹性理论的相似种类的动态问题# 解的方法是以专用的解析函数理论为基础, 是简

单的和简明的# 这已经相当地减少需要解决这一裂纹扩展问题的计算工作量# 如果 2 种材料

具有相同的材料常数, 那么这些解就转化为单一正交异性材料中相应问题的解, 详见文献[ 8]# 
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Harbin 150001, P . R . Chin a )

Abst ra ct: By the theory of complex functions, dynamic pr opagation pr oblem on Dugdale model of

mode Ó interface cr ack for nonlinear char acter s o f materials w as studied. The general expre ssions of

analytical solutions are obtained by the methods of self_similar functions. The problems dealt w ith can

be easily transformed into Riemann_Hilbert pr oblems and their closed solutions ar e attained rather

simple by this approach. After those solutions were utilized by superposition theorem, the solutions of

arbitrarily c omplex pr oblems could be obtained.

Key w ords: complex function; Dugdale model; inter face crack; self_similar function; analytical so-

lution
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