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摘要 : � 在Hilbert空间中讨论了一类集值非线性混合变分包含问题逼近解的存在性, 建立了变分

包含问题与其预解方程的等价性,获得了 3 个迭代算法并研究了算法的收敛性�� 该结果推广统一

了近期一些学者关于变分包含问题的相关结果��
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引 � �言

变分不等式与变分包含问题, 作为基础数学与应用数学的一个重要分支, 近些年来引起

了许多学者的广泛兴趣��它为我们统一研究经济等诸多领域产生的问题提供了有力的数学工

具��

受文献[ 1]至文献[ 11]的启发, 本文讨论一类集值非线性混合变分包含问题的逼近解��建

立了变分包含问题与其预解方程的等价性,得到了 3个迭代算法并研究了算法的收敛性��本

文结果推广统一了文献[ 1]至文献[ 8]中关于变分包含问题的一些近期结果��

本文设 H 是实Hilbert空间, 范数和内积分别是 ��� ,��, ��, 2H 表示H 的幂集, C( H ) 表

示H 的所有紧子集组成的集族�� �, N :H �H � H , g :H � H ,都是单值映射, T , A : H � 2H 都

是集值映射��

我们要讨论如下问题:

求 x � H , u � T ( x ) , v � A ( x ) 使得 g ( x ) � dom�, 且,

� � �g( x ) - N ( u, v) , �( y , g( x ) )� � �( g( x ) ) - �( y ) , � � � y � H , ( 1)

其中 �:H � R � + � 是泛函, dom �= x � H : �( x ) < + � � 

以上问题称为集值非线性混合变分包含问题, 满足上面条件的 x � H , u � T( x ) , v �

A( x ) 称为( 1)的解��
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1 �预 备知 识

定义 1. 1�映射 �:H � H � H 称为是单调的,如果

� � ��( x , y ) , x - y� � 0, � � � x , y � H , ( 2)

�称为是严格单调的,如果( 2) 中等号当且仅当 x = y 时成立�� �称为是�_强单调的,如果存

在常数 �> 0, 使

� � ��( x , y ) , x - y� � �� x - y � 2
, � � � x , y � H ,

�称为是�_Lipschitz连续的,如果存在常数 �> 0, 使

� � � �( x , y ) � � �� x - y � , � � � x , y � H��

定义 1. 2�设 �: H � H � H 是单值映射, �:H � R � + � 是真泛函, x � H , 我们称

w � H 为�在x � dom�处的�_次梯度, 如果

� � �w , �( y , x )� � �( y ) - �( x ) , � � � y � H ,

如下定义的���( x ) 称为 �在x 处的 �_次微分,即

� � ���( x ) = w � H : �w , �( y , x )� � �( y ) - �( x ) , � � y � H ��

定义 1. 3�集值映射 Q:H � 2
H
称为是 � _单调的, 如果对任意的 x , y � H , w � Q( x ) ,

z � Q( y ) , 有

� � �w - z , �( x , y )� � 0, ( 3)

Q称为是极大�_单调的,当且仅当它是 � _单调的, 且不存在其它的 � _单调集值映射,它的图

象严格包含Graph( Q)��

注� 如果 � : H � H � H 满足条件: � x , y � H, �( x , y ) = - �( y , x ) , �: H � R � + � 是真泛函, 易

知集值映射���: H � 2H 是� _ 单调的��

称 J � = ( I + ����)- 1是关于 ���的预解算子,其中 �> 0是常数, I 是恒等算子��

引理 1. 1[ 5] �若 �: H � H � H 是严格单调的, Q: H � 2H 是� _单调的集值映射,若( I +

�Q) 的值域满足 R( I + �Q) = H ,其中 �> 0是常数, I 是恒等映射, 则 Q是极大� _单调的且

逆映射( I + �Q)
- 1
是单值映射��

引理 1. 2[ 5] �设 �:H �H � H 是�_强单调的, �_Lipschitz连续的,满足条件: � x , y � H ,

�( x , y ) = - �( y , x ) , 则

� � � J �( x ) - J �( y ) � � �� x - y � , � � � x , y � H , ( 4)

其中 �= ��- 1��

易于验证问题( 1)存在解的以下两个充要条件:

定理 1. 1�设 �:H � H � H 是严格单调的, � x , y � H , �( x , y ) = - �( y , x ) , �: H �

R � + � 是真泛函,满足 R ( I + ����) = H , �> 0,则 x � H , u � T( x ) , v � A( x ) 是问

题( 1) 的解当且仅当 x � H , u � T ( x ) , v � A ( x ) 满足关系

� � g( x ) = J �[ g( x ) - �( g ( x ) - N( u , v ) ) ]�� ( 5)

下面考虑问题( 1)的预解方程��令 R� = I - J�其中I 恒等算子, J �是预解算子,对于给定

的非线性算子 T , A : H � C( H ) , �, N : H � H � H , g: H � H ,考虑下面的问题:求 z , x � H ,

u � T ( x ) , v � A ( x ) 使得

� � g( x ) + �- 1
R�z = N ( u, v ) , ( 6)

其中 �> 0是一个常数��方程( 6)称为问题( 1)预解方程��
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定理 1. 2�令 �:H � H � H 是严格单调的, � x , y � H , �( x , y ) = - �( y , x ) , �:H �

R � + � 是真泛函满足 R ( I + ����) = H ,其中 �> 0,则 x � H , u � T( x ) , v � A( x ) 是

问题( 1) 的解当且仅当 z , x � H , u � T ( x ) , v � A ( x ) 满足预解方程( 6) ,其中

� � g( x ) = J �z , z = g( x ) - �( g ( x ) - N ( u, v) )�� ( 7)

2 �迭 代算 法

定理 1. 1表明集值变分包含问题( 1)等价于不动点问题

� � x = ( 1 - �) x + � x - g( x ) + J �[ g ( x ) - �( g( x ) - N ( u, v) ) ] , ( 8)

这里 0 < �< 1是一参数��由此式可以得到如下算法��

算法 2. 1�设 T, A :H � C (H ) 是集值映射, �, N : H � H � H , g : H � H 是单值映射,给

定 x 0 � H , u0 � T ( x 0) , v0 � A ( x 0) , 令

� � x 1 = ( 1- �) x 0 + � x 0 - g ( x 0) + J �[ g ( x 0) - �( g ( x 0) - N ( u0, v0) ) ] ,

因为 u0 � T ( x 0) , v0 � A ( x 0) , 存在 u1 � T ( x 1) , v1 � A ( x 1) 使得

� � � u1 - u0 � � M ( T( x 1) , T ( x 0) ) ,

� � � v1 - v 0� � M( A ( x 1) , A ( x 0) ) ,

其中 M (�, �) 是 C( H ) 上的Hausdorff度量��令

� � x 2 = ( 1- �) x 1 + � x 1 - g ( x 1) + J �[ g ( x 1) - �( g ( x 1) - N ( u1, v1) ) ] ,

同样地,我们可以得到序列 un 、 vn 与 xn 使得

� � un � T( x n) : � un+ 1 - un � � M ( T ( x n+ 1) , T ( xn ) ) ,

� � vn � A ( x n) : � vn+ 1 - vn � � M( A( xn+ 1) , A ( x n) ) ,

� � x n+ 1 = ( 1 - �) xn + � xn - g( xn ) + J �[ g ( x n) - �( g( xn) - N( un, vn) ) ] ,

n = 0, 1, 2, �� 

定理 1. 2表明集值非线性混合变分包含问题( 1)与预解方程( 6)是等价的��这一转换从数

值与逼近的观点看非常重要, 预解方程( 6)更加广泛与灵活��由此可得如下两个迭代算法��

算法 2. 2�设 g :H � H 是可逆的, ( 6)可写成

� � R�z = - �( g( x ) - N ( u, v) )

即� � � z = J � z - �( g( x ) - N ( u, v) ) = g( x ) - �( g ( x ) - N( u , v ) ) ]�� ( 9)

对于给定的 z 0 � H , � x0 � H , g ( x 0) = J �( z 0) ,取 u0 � T ( x 0) , v0 � A ( x 0)��

由下面的迭代公式计算得到序列 z n 、 un 、 vn 与 xn ,

� � g( xn) = J�z n, ( 10)

� � un � T( x n) : � un+ 1 - un � � M ( T ( x n+ 1) , T ( xn ) ) , ( 11)

� � vn � A ( x n) : � vn+ 1 - vn � � M( A( xn+ 1) , A ( x n) ) , ( 12)

� � z n+ 1 = g( xn ) - �( g( xn ) - N ( un , vn) ) , � � n = 0, 1, 2, �� ( 13)

算法 2. 3�设 g :H � H 是可逆的, ( 6)可以写成

� � 0 = - �- 1
R� z - ( g( x ) - N ( u, v) ) ,

� � R�z = ( 1 - �- 1
) R� z - ( g( x ) - N ( u, v) ) ,

� � z = J � z + ( 1- �- 1
) R�z - ( g ( x ) - N( u , v ) ) = ( 1- �- 1

) R�z + N ( u, v)��

给定 z 0 � H ,由下面的迭代公式计算得到序列 zn 、un 、 vn 与 x n ,

� � g( xn) = J�z n,
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� � un � T( x n) : � un+ 1 - un � � M ( T ( x n+ 1) , T ( xn ) ) ,

� � vn � A ( x n) : � vn+ 1 - vn � � M( A( xn+ 1) , A ( x n) ) ,

� � z n+ 1 = ( 1 - �- 1
) R� zn + N( un, vn) , � � n = 0, 1, 2, �� 

3 �收敛性分析

本节讨论由算法 2. 1和算法 2. 2得到的逼近解收敛于集值变分包含问题( 1)与预解方程

( 6)的精确解所需的条件��为此需要下面的定义��

定义 3. 1�对于任意的 x 1, x 2 � H ,算子 T: H � C (H ) 称为 �_M_Lipschitz连续的,若存在

一个常数 �> 0使得 M( T ( x 1) , T ( x 2) ) � �� x 1- x 2 � ,其中 M(�, �) 是 C (H ) 上的Hausdorff

度量��

定义 3. 2�对于任意的 x 1, x 2 � H ,算子 g: H � H 称为�_强单调的,若存在一个常数 �>

0使得

� � �g( x 1) - g ( x 2) , x 1 - x 2� � �� x 1 - x 2 � 2��

定理 3. 1�设 T : A :H � C( H ) 分别是 �_M_Lipschitz连续的与 �_M_Lipschitz连续的, g: H

� H 是�_Lipschitz连续的且是 �_强单调的, G: H @H y H 是R_强单调的, D_Lipschitz连续的,

P x , y I H , G( x , y ) = - G( y , x ) , N ( u, #) 是 C_Lipschitz连续的, N (#, v) 是 X_Lipschitz连续

的,并满足

  1- 2N+ L
2
+ SL + SQCB+ SQXA < 1+ SQL, ( 14)

则存在满足( 8)的 x I H , u I T ( x ) , v I A( x ) ,使得由算法2. 1生成的 un 、 vn 与 xn 在H

中分别强收敛于 u、v 与 x# 

证明  由算法 2. 1,我们有

  + xn+ 1 - x n + = + ( 1- K) ( x n - xn+ 1) + K( x n - x n- 1 - g ( x n) + g( xn- 1) ) +

    K JU[ g ( x n) - Q( g( xn ) - N( un, vn) ) ] - JU[ g ( x n- 1) -

    Q( x n- 1) - N( un- 1, vn- 1) ) ] + [

    ( 1- K) + x n - x n- 1 + + K + x n - xn- 1 - g ( x n) + g ( x n- 1) + +

    KS + ( 1- Q) ( g ( x n) - g ( x n- 1) ) + Q( N ( un, vn ) - N ( un- 1, vn- 1) ) + [

    ( 1- K) + x n - x n- 1 + + K + x n - xn- 1 - g ( x n) + g ( x n- 1) + +

    KS( 1- Q) + g ( x n) - g( xn- 1) + + KQS + N( un, vn) - N ( un, vn- 1) + +

    KQS + N ( un, vn- 1) - N ( un- 1, vn- 1) + # ( 15)

因为 g: H y H 是 L_Lipschitz连续的并且是 N_强单调的,故有

  + g ( x n) - g( xn- 1) + [ L + xn - xn- 1 + , ( 16)

  + xn - x n- 1 - g( xn ) + g ( x n- 1) +
2

=

    + x n - x n- 1 +
2
- 23xn - x n- 1, g ( x n) - g( xn- 1) 4 + + g ( x n) - g ( x n- 1) +

2
[

    ( 1- 2N+ L
2
) + xn - xn- 1 +

2
# ( 17)

因为 N (#, v) 是 X_Lipschitz连续的且 T :H y C( H ) 是 A_M_Lipschitz连续的,故

  + N ( un, vn- 1) - N ( un- 1, vn- 1) + [ X + un - un- 1 + [

    XM( T ( x n) , T ( xn- 1) ) [ RA+ xn - x n- 1 + , ( 18)

同样,因为 N ( u, #) 是 C_Lipschitz连续的且 A : H y C (H ) 是 B_M_Lipschitz连续的,又有

  + N ( un, vn ) - N ( un , vn- 1) + [ C+ vn - vn- 1 + [
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M ( A( xn ) , A ( xn- 1) ) [ CB+ xn - xn- 1 + # ( 19)

由( 15)式~ ( 19)式,我们得到

  + xn+ 1 - x n + [ ( 1 - K+ K 1- 2N+ D
2

+ KS( 1- Q) D+ KSQCB+

    KSQRA) + x n - x n- 1 + [ H + xn - xn- 1 + , ( 20)

其中

  H = 1- K+ K 1 - 2N+ D
2
+ KS( 1- Q) D+ KSQCB+ KSQRA# 

由( 14) , H< 1# 因此由( 20) 序列 xn 是H 中的Cauch列, 即当 n y ] 时 xn y x I H# 

由算法2. 1,我们有

  + un+ 1 - un + [ M( T( x n+ 1) , T ( x n) ) [ A + x n - xn- 1 + ,

这表明序列 un 是H 中的 Cauchy列, 即当 n y ] 时 un y u I H# 同样我们可以说明序列

vn 是H 中的 Cauchy列,即当 n y ] 时 vn y v I H# 由算子 N , g , JU的连续性与算法 2. 1

我们有

  x = ( 1 - K) x + K x - g( x ) + JU[ g ( x ) - Q( g( x ) - N ( u, v) ) ] # 

下面我们说明 u I T( x )# 事实上,当 n y ] 时,

  d( u, T( x ) ) [ + u - un + + d ( un , T ( x ) ) [

    + u - un + + M ( T ( x n) - T ( x ) ) [ + u - un + + A+ xn - x + y 0, n y 0

其中 d( u, T ( x ) ) = inf + u - w + , w I T( x ) , 我们有 d ( u, T ( x ) ) = 0# 这表明 u I

T( x ) ,因为T ( x ) I C ( H )# 同样也可以说明 v I A ( x )# 由定理1. 1, x I H , u I T ( x ) , v I

A( x ) 是集值非线性混合变分包含问题( 1) 的解,由算法2. 1生成的点列 un 、 vn 与 x n 在H

中分别强收敛于 u、v 与 x , 这就完成了证明# 

定理 3. 2 设 T , A :H y C( H ) 分别是 A_M_Lipschitz连续的与 B_M_Lipschitz连续的, g: H

y H 是 L_Lipschitz连续的与 N _强单调的, 且 g 是可逆的# G:H @ H y H 是 R_强单调的,

D_Lipschitz连续的, P x , y I H , G( x , y ) = - G( y , x ) , N ( u, #) 是 C_Lipschitz连续的, N ( #, v )

是 X_Lipschitz连续的,并满足

  1- 2N+ L
2
+ SL + SQCB+ SQXA < 1+ SQL, ( 21)

则存在满足( 5)与( 7)的 z , x I H , u I T( x ) , v I A ( x ) , 使由算法 2. 2 生成的 zn 、 un 、

vn 与 x n 在H 中分别强收敛于z、u、v 与 x# 

证明  由算法 2. 2,我们有

  + zn+ 1 - z n + = + g ( x n) - g( xn- 1) - Qg ( x n) - N ( un, vn ) -

    Q( g( x n- 1) - N ( un- 1, vn- 1) ) + [

    ( 1- Q) + g ( x n) - g( xn- 1) + + Q+ N ( un, vn ) - N ( un- 1, vn- 1) ) + [

    ( 1- Q) + g ( x n) - g( xn- 1) + + Q+ N ( un, vn ) -

    N ( un, vn- 1) ) + + Q+ N( un, vn- 1) - N( un- 1, vn- 1) + , ( 22)

因为 g: H y H 是 L_Lipschitz连续的并且是 N_强单调的,故有

  + g ( x n) - g( xn- 1) + [ L + xn - xn- 1 + # ( 23)

因为 N (#, v) 是 X_Lipschitz连续的且 T :H y C( H ) 是 A_M_Lipschitz连续的,故有

  + N ( un, vn- 1) - N ( un- 1, vn- 1) ) + [ X + un - un- 1 + [

    XM( T ( x n) , T ( xn- 1) ) [ XA + x n - xn- 1 + , ( 24)
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同样地,因为 N( u , #) 是 C_Lipschitz连续的且 A: H y C( H ) 是 B_M_Lipschitz连续的, 有

  + N ( un, vn ) - N ( un , vn- 1) + [ C+ vn - vn- 1 + [

    CM ( A( xn ) , A ( xn- 1) ) [ CB+ xn - xn- 1 + # ( 25)

由( 22) ~ ( 25) ,我们有

  + zn+ 1 - z n + [ ( ( 1- Q) L + QCB+ QXA) + x n - x n- 1 + # ( 26)

再由( 10) , ( 23)与引理 1. 2,又有

  + xn - x n- 1 + = + x n - x n- 1 - ( g ( x n) - g ( xn- 1) ) + JU( zn ) - JU( zn- 1) + =

    + x n - x n- 1 - g ( x n) + g( xn- 1) + + + JU( z n) - JU( z n- 1) + [

    1- 2N+ L
2

+ xn - xn- 1 + + + JU( z n) - JU( z n- 1) + [

    1- 2N+ L
2

+ xn - xn- 1 + + S + zn - zn- 1 +

即

  + xn - x n- 1 + [
S

1- 1 - 2N+ L
2

+ zn - zn- 1 + # ( 27)

合并( 26)与( 27)得

  + zn+ 1 - z n + [ ( ( 1- Q) L + QCB+ QXA)
S

1 - 1- 2N+ L
2

+ z n - zn- 1 + [

    H + z n - z n- 1 + , ( 28)

其中 H = ( ( 1 - Q) L + QCB+ QXA)
S

1- 1- 2N+ L
2
# 

由( 21) , H< 1# 根据( 28) ,可知序列 zn 是H 中的Cauchy列,从而当 n y ] 时, zn y z

I H# 由( 27) ,序列 x n 也是H中的Cauchy列, 所以存在 x I H 使当n y ] 时 xn y x I H# 

由( 11) ,我们有

  + un+ 1 - un + [ M( T( x n+ 1) , T ( x n) ) [ A + x n+ 1 - x n + ,

这表明 un 在H 中是 Cauchy 列,即当 n y ] 时 un y u I H# 同样地, 我们可以说明序列

vn 是H 中的 Cauchy列,即当 n y ] 时 vn y v I H ,根据算子N、g、JU的连续性与算法 212

我们就有

  z = g( x ) - Q( g ( x ) - N ( u, v ) ) = JUz - Q( g ( x ) - N( u , v ) )

即

  g( x ) + Q
- 1

RUz = N ( u, v )# 

下面我们说明 u I T( x )# 事实上,当 n y ] 时

  d( u, T( x ) ) [ + u - un + + d ( un , T ( x ) ) [

    + u - un + + M ( T ( x n) - T ( x ) ) [

    + u - un + + A+ xn - x + y 0,

其中

  d( u, T( x ) ) = inf + u - w + , w I T ( x ) ,

于是 d ( u, T ( x ) ) = 0,这说明 u I T( x ) ,因为T( x ) I C (H )# 同样可说明 v I A ( x )# 由定

理1. 2,可知 z , x I H , u I T( x ) , v I A( x ) 是( 6) 的解,且算法 2. 2 生成的序列 zn 、un 、

vn 与 x n 在中分别强收敛于z、u、v、x , 这就完成了证明# 

1126 张  从  军   孙  敏



[参 考  文  献]

[1]  M uhammad Aslam Noor, Themistocles M Rassias. Reso lvent equations for set- valued mixed varia-

tional inequalitie s[ J] . Nonlinear An aly sis , 2000, 42, 71) 83.

[ 2]  Chang S S, Cho Y J, Lee B S, et a l . Gener alized set_valued variational inclusions in Banach space s

[ J] . Journal of Ma them atical Ana ly si s and Applications , 2000, 246, 409 ) 422.

[ 3]  Chang S S. On the Mann and Ishikawa iter ative approximation o f solutions to variational inclusions

w ith accretive type mappings[ J] . Compute Math Appl , 1999, 31( 9) : 17) 24.

[ 4]  张从军.集值非线性混合变分包含问题解的存在性及其算法[J].应用数学学报,2005, 28( 1) : 65)

72.

[ 5]  Lee C H, Ansari Q H, Yao J C. A per turbed algor ithm for str ongly nonlinear variational inclusions[ J] .

Bull Austra l Math Soc , 2000, 62, 417 ) 426.

[ 6]  DING Xie_ping. Perturbed pro ximal point algorithms for generalized quasi- var iational inclusions[ J] .

J Math Anal Appl , 1997, 210, 88) 101.

[ 7]  Huang N J. Mann and Ishikaw a type perturbed iterative algo rithm for gener alized nonlinear implicit

quaip_variational inclusions[ J] . Com Ma th Appl , 1998, 35( 10) : 1) 7.

[ 8]  Khan M F, Ahman R, Ausari Q H. Generalized multivalued nonlinear v ariational inclusions monotone

mappings[ J] . Adv Nonlinear Var In equal , 2000, 3( 1) : 93 ) 101.

[ 9]  Chang S S. Existence and approximation of solutions to variational inclusions w ith accretive map-

pings in Banach spaces[ J] . Appl Math Mechanics , 2001, 22( 9) : 898) 904.

[ 10]  Chang S S. Set_valued variational inclusions in Banach spaces[ J] . J Ma th Ana l Appl , 2000, 248: 438)

454.

[ 11]  ZHANG Cong_jun, Cho Y J, Wei S M . Variational inequalities and subjectivity for set_valued monotone

mappings[ J] . Topological Methods in Nonlin ea r Analy sis , 1998, 12( 1) : 169 ) 178.

A p p r o x i m a t e S o l u t i o n t o a C l a s s o f M u l t i v a l u e d

N o n l i n e a r M i x e d V a r i a t i o n a l I n c l u s i o n s

ZHANG Co ng_ju n
1
,  S U N M i n
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( 1. Depar tm ent of Applied Ma them atics , Nanjing Un iv er sity of Finance &Economics ,

Nanjing 210003, P . R . China ;

2. Depar tment of Mathema tics , An hui Un iver sity , Hefei 230039, P . R . China )

Abst ra ct : Concerned w ith the existence and conver gence properties of approximate solution to mult-i

valued nonlinear mixed var iational inclusion problem in a Hilbert space. We established the equivalence

between the varitional inclusion and the general resolvent equations, obtained three iter ative algo-

rithms, pr ovided the convergence analy sis of the alg orithms. The r esults obtained improved and gener-

alized a number o f r esent results.

Key w ords: multivalued nonlinear mixed variational inclusion; re so lvent equation; iterative algorithm
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