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摘要:  逆热传导问题( IHCP)是严重不适定问题, 即问题的解 (如果存在)不连续依赖于数据# 但

目前关于逆热传导问题的已有结果主要是针对标准逆热传导问题# 文中给出了出现在实际问题

中的一个抛物型方程侧边值问题,即一个含有对流项的非标准型逆热传导问题的正则逼近解一类

Sobolev空间中的最优误差界# 
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引   言

逆热传导问题( IHCP)是严重不适定问题,即问题的解(如果存在)不连续依赖于数据[ 1, 2]# 本

文考虑一个抛物型方程侧边值问题,即如下含对流项 ux 的非标准型逆热传导问题
[ 3~ 7] :

  

u t + ux = uxx ,   x > 0, t > 0,

u( x , 0) = 0,   x \ 0,

u(1, t ) = g( t ) ,  t \ 0, u ( x , t ) | x y ] 有界,

( 1)

这里 g ( t ) I L
2
(0, ] ) 是固定位置 x = 1处的温度值# 我们要由 x = 1处的温度测量值 gD( t )

来确定问题(1) 在区间 0 [ x < 1上的解 u( x , t ) ,这里 g ( t ) 和 gD( t ) 满足:

  +g ( t ) - gD( t ) + [ D, ( 2)

其中 D为测量误差, + # +表示 L
2
_范数# 目前已经有几类正则化方法可以恢复解的稳定

性[ 4~ 7]
,但这些正则化方法的误差估计至多是阶数最优的,或在 L

2 意义下最优# 本文应用一

个基于谱分析基础上的正则化方法来处理问题(1) ,给出了正则近似解在H q 尺度下的最优误

差界# 
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1  一般不适定反问题的最优误差界

本节的主要结果是已知的[ 8, 9] ,但它是我们下一节讨论的基础# 我们考虑任意不适定问

题

  Ax = y , ( 3)

其中 A I L ( X , Y) 是无穷维Hilbert空间X 到Y的单射线性有界算子且值域R(A ) 非闭# 假

设 y
D I Y是误差数据且满足 +y - y

D+ [ D# 任意算子 R : Y y X 都可看作求解(3) 的一种

特殊方法,且(3) 的近似解由 Ry
D给出# 

设 M < X 是一有界集合# 我们引入由 y
D I Y来确定x 的最坏情形误差 $( D, R ) 如下:

  $( D, R ) : = sup +Ry
D
- x + | x I M, y

D I Y, +Ax - y
D+ [ D # ( 4)

这一最坏情形误差表示当问题( 3)的解 x 在集合M中变动时,方法R 的最大误差# 如果 $( D,

RD) = infR $ ( D, R) , 我们就称参数依赖方法 R = RD在集合M 上是最优的(或 $( D, RD) 是最

优误差界) ,其中最小值是对所有方法 R : Y y X 取的# 

现在我们考虑集合 M 具有形式

  MU, E = x I X | x = [ U( A *
A ) ]

1/ 2
v,   +v + [ E ( 5)

时的一些最优性结果,其中算子函数 U( A *
A ) 由谱表示来定义[ 8, 9]

.当 A : L
2
(R ) y L

2
(R ) 是

乘法算子: Ax ( s) = a( s ) x ( s) 时, 算子函数 U( A *
A) 有表达式

  U( A *
A) x ( s) = U( | a( s ) |

2
) x ( s) # 

为了导出由( 4)式定义的最坏情形误差 $( D, R) 的显式最优误差界,我们假设(5) 式中函

数 U满足如下的假设条件:

假设 1. 1[ 8, 9]  ( 5)式中的函数 U( K) : (0, a] y (0, ] ) (其中 a 是一个常数且满足

+A
*

A + [ a ) 是连续的, 且有如下性质:

( � ) limKy0 U( K) = 0;

( � ) U( K) 在(0, a] 上严格单增;

( � ) Q( K) : = KU- 1
( K) : (0, U( a) ] y (0, aU( a) ] 是严格凸函数# 

如下定理给出了最优误差界的显式表达式:

定理 1. 1[ 8, 9]  设 MU, E 由 (5) 式给 出, 假设 条件 1. 1 成立, 且 ( D2/ E
2
) I

R( ( A *
A ) U( A *

A) ) ,其中 R( A *
A) 表示算子 A

*
A 的谱,那么

  inf
R
$( D, R ) = E Q- 1 D2

E
2 # ( 6)

2  问题( 1)在 H q尺度下的最优误差界

为了便于在频域空间考虑问题( 1) ,我们通过使函数 u ( x , #) , g (#) : = u(1, #) , f (#) : =

u (0, #) 及其它出现在本文中的 t的函数在负半轴上取零值将其定义域延拓到整个 t实轴# 令

  ĥ( N) : =
1

2PQ
]

- ]
e- iNt

h( t )d t ( 7)

表示函数 h( t ) 的 Fourier 变换, +# +和(#, #) 分别表示 L
2
(R ) 空间中范数和内积# 

当 u ( x , #) I L
2
(R ) 时,问题( 1)的解已由它的Fourier 变换给出[ 4~ 7] :

  û( x , N) = e( 1- x ) H( N)
ĝ ( N) ,   0 [ x < 1, ( 8)
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其中

  H( N) =
1
2

4

1+ 16N2 cos
B
2

+ i sin
B
2

- 1 ,   N I R , ( 9)

  B= arg(1+ 4Ni) , tanB= 4N,   -
P
2 < B<

P
2 , -

P
4 <

B
2 <

P
4 , ( 10)

  cosB=
1+ 16N2 + 1

2
4

1+ 16N2
# ( 11)

我们引入一个 r 阶的 Hilbert空间 H r | r I R
+ :

  H0 = H := L
2
(R ) , H r = v( t ) I H | +v + r < ] ,

其中

  +v + r := +(1+ N2) r / 2
v̂ ( N) + = Q

]

- ]
(1+ N2) r

| v̂ ( N) |
2dN

1/ 2

,

  r I R+ ( 12)

是H r 中范数# 相应的频域中的Hilbert空间 Ĥ r | r I R
+记为:

 Ĥ 0 = Ĥ = L
2
(R ) , Ĥ r = v̂ ( N) I Ĥ | +v̂ ( N) +r < ] , ( 13)

这里

  + v̂ ( N) + r = +(1 + N2) r / 2
v̂ ( N) + ,   r I R +# 

本文中我们假设问题( 1)的解 u( x , t ) 满足先验光滑性条件:

  Mp , E : = u( x , #) I H | +u(0, t ) +p = +f +p [ E , p \ 0 , ( 14)

显然, u( x , t ) I Mp , E 等价于 û ( x , N) I M̂p , E, 其中

  M̂p , E : = û ( x , N) I Ĥ | + û(0, N) +p = +f̂ ( N) +p [ E , p \ 0 ,

由( 8)、( 12)式和 f ( t ) := u(0, t ) , 我们有

  M̂p , E = û ( x , N) I Ĥ | +(1 + N2) (p- q ) / 2e( x / 2) (
4
1+ 16N

2
cos( B/ 2)- 1) @

      û( x , N) +q [ E, 0 [ q [ p , ( 15)

将问题( 1)改写为算子方程

  A q( x ) u( x , t ) = g ( t ) = u (1, t ) ,   A q( x ) I L (H q , H )# ( 16)

( 16)式在频域中的等价算子方程为

  
Â q( x ) û ( x , N) = ĝ ( N) = û(1, N) ,   Â q( x ) I L(Ĥ q , Ĥ ) ,

Â q( x ) = FA q( x )F - 1
,

( 17)

其中 F: L 2
(R ) y L

2
(R ) 是映任意 L

2
(R ) 中函数 v( t ) 到它的Fourier变换 v̂ ( N) 的(酉) Fourier

算子# 由( 8)式知

  Â q( x ) = e- ( 1- x ) H( N)
, ( 18)

其中 H( N) 由( 9)式给出# 由关系式

  Â q( x ) v̂ 1( N) , v̂ 2( N) L
2
(R) = v̂1( N) , e- (1- x ) H( N)

v̂2( N) L
2
(R) =

    v̂1( N) , (1+ N
2
)

- q
e
- (1- x ) H(N)

v̂ 2( N) q ,

我们有

  Â
*
q ( x ) = (1+ N

2
)

- q
e
- (1- x ) H(N)

, ( 19)

且 Â
*
q ( x ) Â q( x ) : Ĥ q y Ĥ q 由下式给出

  Â
*
q ( x )Â q( x ) = (1 + N2)- qe- (

4
1+ 16N

2
cos( B/ 2)- 1) (1- x )

, ( 20)
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进而,由( 5)、( 15)及( 20)知, ( 15)式又可写成等价形式

  M̂U, E = û( x , N) I Ĥ q | +[ U( Â *
q ( x ) Â q( x ) ) ]

- ( 1/ 2)
û ( x , N) + q [ E , ( 21)

其中

  U( Â *
q ( x ) Â q ( x ) ) = (1 + N2) q- pe- x (

4
1+ 16N

2
cos(B/ 2)- 1)

, ( 22)

令 r =
4

1 + 16N
2
,那么 r \ 1, N

2
= ( r

4
- 1) / 16且

  cos
B
2 =

1
2

1 +
1

1 + 16N2
=

1+ r
2

2r
,

因此,由( 20)及( 22)式我们知道 U( K) 可由如下参数表达式给出

  
K( r ) = 1 +

r
4
- 1
16

- q

e- ( ( 1+ r
2
) / 2- 1)( 1- x )

,

U( r) = 1 +
r
4
- 1
16

q- p

e- ( ( 1+ r
2
) / 2- 1) x

,

  r \1# ( 23)

由( 23)式给出的函数 U( K) 有如下性质:

命题 2. 1  设当 0 < x < 1时0 [ q [ p ,而 x = 0时0 [ q < p , 那么由(23) 式定义的函

数 U( K) 连续且有如下性质:

( � ) lim
Ky 0
U( K) = 0;

( � ) U( K) 严格单增;

( � ) Q( K) = KU- 1
( K) 严格单增且有参数表达式:

  
K( r ) = 1 +

r
4
- 1
16

q- p

e- ( ( 1+ r
2
) / 2- 1) x

,

Q( r ) = 1 +
r
4
- 1
16

- p

e
- ( (1+ r

2
) / 2- 1)

,

  r \ 1; ( 24)

( � ) Q- 1
( K) 严格单增且有参数表达式:

  
K( r ) = 1 +

r
4
- 1
16

- p

e- ( ( 1+ r
2
) / 2- 1)

,

Q
- 1

( r ) = 1+
r
4
- 1
16

q- p

e
- ( (1+ r2) / 2- 1) x

,

  r \ 1; ( 25)

( � ) 对 Q( K) 的反函数 Q
- 1

( K) , 成立

  Q
- 1

( K) = K
x 1

2
ln 1
K

4q- 4p ( 1- x )

(1 + o (1) ) ,   D y 0; ( 26)

( � ) 由( 24)式定义的函数 Q( K) 严格凸,当且仅当

  p 7 ( r ) +
1

2
5 ( r) ( p - q) 7 ( r) +

x

2
5 ( r ) q7 ( r ) +

x

2
5( r ) +

    1

2
( p (1- x ) - q ) ( Û7 ( r) 5( r ) - 7 ( r ) Û5( r ) ) > 0,   r \ 1, ( 27)

其中

  7 ( r ) :=
r
3
/ 4

1 + ( r
4
- 1) / 16

=
4r 3

r
4
+ 15

, 5 ( r ) :=
r

1 + r
2
# ( 28)

证明  函数 U( K) 的连续性是显然的# 

( � ) 由( 23)式,我们知道 ÛK( r ) < 0,即 K( r) 是严格单调递减的且 lim
r y + ]

K( r ) = 0, 因此

  lim
Ky 0
U( K) = lim

r y+ ]
U( r ) = 0;
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( � ) 由( 23)式,当 0 < x < 1, p \ q \0和 x = 0, p > q \0时,也有 ÛU( r ) < 0,故 Uc( K)

= ÛU( r ) / ÛK( r) > 0, 即当 0 < x < 1, p \ q \ 0和 x = 0, p > q \ 0时, U( K) 严格单增;

( � ) 由( � )我们知道 U- 1
( K) 在命题条件下也是严格单增的,且有参数表达式

  
K( r ) = 1 +

r
4
- 1
16

q- p

e- ( ( 1+ r
2
) / 2- 1) x

,

U- 1
( r ) = 1 +

r
4
- 1
16

- q

e- ( (1+ r
2
) / 2- 1)(1- x )

,

  r \ 1,

因此 Q( K) = KU- 1
( K) 也严格单增, 且有参数表达式( 24) ;

( � ) 由( � )知 Q- 1
( K) 也严格单增,表达式( 25)可以由( 24)式直接得到;

( � ) 由( 25)式知

  ln 1
K

= p ln 1+
r
4
- 1
16

+
1+ r

2

2
- 1 =

r

2
(1 + o (1) ) ,   r y ] ,

等价地,

  r = 2ln
1
K

(1+ o(1) ) ,   Ky 0, ( 29)

结合( 29)和( 25)式,我们有

  Q- 1
( r ) = 1+

r
4
- 1
16

q- p

e- ( (1+ r
2
) / 2- 1) x

=

      1+
r
4
- 1
16

- p

e- ( ( 1+ r
2
) / 2- 1)

x

1+
r
4
- 1
16

q- p ( 1- x )

=

      Kx
1

2
ln

1
K

4q- 4p (1- x )

(1+ o(1) ) ,   Ky 0# ( 30)

事实上,令 F( K) = Q
- 1

( K) K
- x

( (1/ 2) ln(1/ K) )
- 4q+ 4p (1- x )

, 易证

  lim
Ky 0

F( K) = lim
r y ]

Q- 1
( r )

1
K( r )

x 1

2
ln

1
K( r )

- 4q+ 4p ( 1- x )

= 1,

因此,表达式( 26)成立;

( � ) 由( 24)式定义的函数 Q( K) 严格凸当且仅当 Qd( K) > 0# 注意到

  Qd( K) =
&Q( r ) ÛK( r) - ÛQ( r ) &K( r )

( ÛK( r) )
3 ,

且当 x > 0, p \ q \0或 x = 0, p > q \0时,

  ÛK( r ) = - K( r ) ( p - q ) 7 ( r ) +
x

2
5( r ) < 0,

故 Qd( K) > 0等价于

  &Q( r ) ÛK( r) < ÛQ( r ) &K( r ) , ( 31)

由于

  &K( r ) = K( r) ( p - q) 7 ( r) +
x

2
5( r )

2

- ( p - q) Û7 ( r ) +
x

2
Û5 ( r ) ,

  ÛQ( r ) = - Q( r ) p 7 ( r ) +
1

2
5 ( r ) ,

  &Q( r ) = Q( r ) p 7 ( r ) +
1

2
5( r )

2

- p Û7 ( r) +
1

2
Û5( r ) ,

其中, 7 ( r) 和 5( r ) 由( 28)式给出# 经过简单计算我们知道结论( � )成立# 证明完毕# 
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注 2. 1 函数 Q( K) 的严格凸性有一个易于验证的充分条件,即若成立

  p ( 1- x ) - q > 0, ( 32)

则不等式( 27)也成立# 

如第 1节所述,任一算子 R( x ) : H y H q可看作问题(1) 由测量数据 gD( t ) I H 求解u( x ,

t ) 的一种特殊方法,且问题(1) 的近似解由 R( x ) gD( t ) 给出# 我们考虑在 H q范数(0 [ q [

p ) 意义下的最好可能的最坏情形误差(即最优误差界) :

  Xq( D, x ) := inf
R( x ) :H y H

q

sup
g
D

I H , u ( x, #) I M
p ,E

+ g
D
- g + [ D

+R ( x ) gD( t ) - u ( x , t ) +q , ( 33)

其中 Mp , E 由(14) 式给出# 由 Parserval公式知 Xq( D, x ) = X̂q( D, x ) , 这里

  X̂q( D, x ) := inf
R̂( x ) :Ĥ y Ĥ

q

sup
ĝ
D

I Ĥ , û ( x, N) I M̂
U, E

+ĝ
D
- ĝ + [ D

+R̂ ( x ) ĝD( N) - û ( x , N) + q ,

其中 M̂ U, E由(21) 式给出, 而 U由(23) 式给出# 应用定理 1. 1,其中A : X y Y由Â q( x ) : Ĥ q y

Ĥ 代替,并利用命题 2. 1可得

定理 2. 1设当 0 < x < 1时 0 [ q [ p ,而当 x = 0时0 [ q < p , D2/ E
2 [ 1, 那么在条

件( 27)下,成立

  Xq( D, x ) = E
1- xDx 2ln

E
D

2q- 2p ( 1- x )

(1 + o (1) ) ,   D y 0# ( 34)

证明  由( 20)和( 22)式,我们有

  Â
*
q ( x )Â q( x ) U( Â *

q ( x ) Â q( x ) ) = (1+ N2)- p e- (
4
1+ 16N

2
cos( B/ 2)- 1)

,

因此

  range( Â *
q ( x ) Â q( x ) U( Â *

q ( x ) Â q ( x ) ) ) = [ 0, 1] ,   Px I [ 0, 1] ,

即

  R( Â *
q ( x ) Â q( x ) U( Â *

q ( x ) Â q ( x ) ) ) = [ 0, 1]# 

由 D
2
/ E

2 [ 1,我们知道( D
2
/ E

2
) I R(Â

*
q ( x ) Â q( x ) U( Â

*
q ( x )Â q( x ) ) )# 应用定理1. 1和( 26)

式,可得

  Xq( D, x ) = X̂q( D, x ) = E Q- 1
( ( D2/ E

2
) ) =

       E
1- xDx 2ln( E / D)

2q- 2p (1- x )
(1+ o(1) ) ,   D y 0# 

注 2. 2 由( 27)式我们知道若 p (1 - x ) - q = 0,那么当 0 < x < 1, p \ q \ 0和 x = 0, p > q \ 0时,

不等式(27) 自然成立# 进而,由( 30) 式可得在此情况下 Q- 1 ( K) = Kx ,那么 Xq( D, x ) = E 1- xDx, 这表明当 q =

p (1 - x ) 时最优误差界 Xq (D, x ) 是 HÊ lder型连续依赖于噪音水平 D# 

推论 2. 1  设0 [ q < p , D2/ E
2 [ 1, 那么在条件( 32)下成立

  Xq( D, x ) = E
1- xDx 2ln

E
D

2q- 2p ( 1- x )

(1 + o (1) ) ,   D y 0# 

证明  由注 2. 1,条件( 32)意味着( 27)式成立,且此时 p 不可能等于 q# 

注 2. 3 对于 IHCP我们更感兴趣的是 x = 0附近的区域, 例如0 [ x < 1/ 2# 在此情况下,设 p \ 2q \

0,那么 p (1- x ) - q > ( p / 2) - q \ 0, 即条件(32) 成立# 因此, 最优误差估计(34) 对于 x I [ 0, 1/ 2) 也必

然成立# 

对于构造特殊的最优正则化方法 RA( x ) : H y H q ,即使得正则解 u
D
A( x , t ) = RA( x ) gD( t )
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保证最优误差界 +u
D
A( x , t ) - u ( x , t ) +q [ Xq ( D, x ) 成立的工作将在下一篇文章中给出# 
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Optimal Error Bound in a Sobolev Space of Regularized

Approximation Solutions for a Sideways

Parabolic Equation

LI Hong_fang,  FU Chu_li,  XIONG Xiang_tuan

( Depa rtm ent of Mathem atics , Lanzhou Univer sity ,

L anzhou 730000, P . R . China )

Abstract: The inverse heat conduction problem (IHCP) is severely ill_posed problem in the sense that

the solution (if it exists) does not depend continuously on the data. But now the results on inverse

heat conduction problem are mainly devoted to the standard inverse heat conduction problem. Some

optimal error bounds in a sobolev spaceof regularized approximation solutions for a sideways parabolic

equation, i. e. , a non_standard inverse heat conduction problem with convection term which appears

in some applied subject are given.

Key words: inverse heat conduction problem; ill_posed problem; sideways parabolic equation; regu-

larization; optimal error bound
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