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通过可渗透近球体的轴对称流动
�
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(周哲玮推荐)

摘要 : � 提出了可渗透近球体轴对称流动的分析方法�� 用修正边界条件的办法反映可渗透性�� 用

正规摄动法求解了Stokes 方程,达到 �的2阶修正�� �是描述不变形球体半径偏差的小参数�� 计算

了阻力和流量,并从几何方面和表面渗透性方面考查了计算结果�� 还尝试将此理论应用于过滤供

水问题�� 小型的生态学上重要的水生生物体的过滤器, 被模型化为轴对称可渗透物体, 用扁球体

或近球体建立了该问题的初级模型��

关� 键� 词: � Stokes流; � 摄动法; � 过滤供水

中图分类号: � O357. 3 � � � 文献标识码: � A

引 � �言

本文研究通过略微偏心的可渗透近球体的Stokes流动问题��研究表面的几何性质和渗透

性,对球体的总阻力和通过球体的流量的影响��作为过滤器的初级模型,我们将可渗透近球体

系统置入匀速的定常层流(球体置入前的流态)中,当流体流经物体的孔隙时,球体内外间的压

力差产生一个力的作用��如果模拟的过滤器有很强的可渗透性,流体很容易通过,颗粒被分散

在流体中��反之,若渗透性很差,流体不能充分穿过球体, 还造成越过过滤器时的压力降��本

模型中,过滤器性能完全取决于对应渗透性的最佳孔隙尺寸��过滤供水通常考虑低雷诺数流

体,捕获到的微粒很少有直径超过微米的,同时过滤器单元也是很小的��过滤时的流速通常很

低,因此,小型水生生物水动力学涉及的惯性可以忽略��因为忽略了惯性力, 微生物的运动仅

仅承受粘性力的作用��无疑, Stokes流动适用于本问题的研究[ 1~ 4]��

当粘性力高于惯性力时, Stokes流动需关心有障碍物时的流体运动��这里的�障碍物�(将

过滤器作为整体来看)是可渗透的并且有一个对称轴��远离物体处的流动是均匀的并与轴平

行��流函数 �的 Stokes 方程为 E
4� = 0, 其中 E 为不可压缩粘性流体轴对称流动时的算

子[ 5~ 7]��

尽管 Stokes流动的研究已经有 150余年的历史, 但仅得到了一些特殊几何条件下的解析

解�� Stokes于 1851年求解了变换球问题[ 8] , Oberbeck于 1876年将这一结果变换到与轴平行的
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近球体问题[ 9] , Jeffrey 于 1922年得到了浸没在一般线性流场中的椭球解[ 10] , 1936年 Ray采用

直接解法得到了圆盘问题的解[ 11]��

自20世纪 60年代开始,导出了在特殊正交坐标系中物体(表面与一个特殊坐标面有关)

的解,其中 Stokes方程是简单可分离的��此外,二维 Stokes流动问题[ 7, 12, 5]也常用该方法处理,

该方法要求选择一个适当的拖带坐标系,根据物体的几何条件的变化简化分离��再有,文献

[ 13~ 17]又把 Stokes流动理论扩展到通过略微变形球体的流动问题��

至此, 我们已有 Stokes流动在不同几何条件下不多的解析解; 然而,由于方程的线性性质,

提醒人们用基本解的叠加处理��因此, 通过近球体的轴对称流动,其流函数可以展开为小参数

的幂级数,该小参数是不变形球体的偏差量��因此,在适当边界条件下,球坐标系中的可分离解

就可在级数中逐项求出��

1 �基本方程和边界条件

设在不可压缩粘性流体中,有一可渗透轴对称物体,在距物体很远处, 有一速度为 U�、压

力为 p � 的均匀流动��我们先考虑其外流场和内流场的控制方程和边界条件��假定运动的雷

诺数十分小,并且定常Stokes方程和连续性方程适用于该运动��因此不可压缩 Stokes 流动或

蠕变粘性流动的控制方程为

� � � p = �� 2
u ( 1)

和

� � ��u = 0, ( 2)

其中 u 为流体速度, �为粘度, p 为压力��引入矢量恒等式,方程( 1)还可展开:

� � � 2
u = � ( ��u) - � � ( � � u )�� ( 3)

根据方程( 2) ,方程( 3)中的项 ��u 消失��将方程( 3)代入方程( 1) ,对方程两边取旋度消去压

力��在球坐标系中, 轴对称流动的速度分量可以用 �表示为

� � ur =
1

r
2sin�

��
��, ( 4)

� � u� = -
1

rsin�
��
�r , ( 5)

则方程( 3)变为

� � E
4
� = 0, ( 6)

其中算子 E
2
定义为

� � E
2

=
�2

�r
2 +

sin�
r

2
�
��

1
sin�

�
�� �� ( 7)

本文建立的可渗透物体模型中,可渗透的封闭球表面分隔出球外区域和球内区域��因此,

将通过可渗透近球体的流动分成两个部分:球内流动和球外流动��我们用角标�e�和�i�分别

表示球外区域和球内区域��对同一流体流动,方程( 6)在两个区域都成立, 并且球内区域的流

动 ( u
( i)

, p
( i)

, �( i)
) 通过表面 S 的边界条件和球外区域的流动( u

( e)
, p

( e)
, �( e)

) 相联系�� S 上

的边界条件为:

( � ) 表面无滑移, 即

� � u
( e) � n = u

( i) � n = 0, ( 8)

其中 n 为外法向矢量;
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( � ) 表面过滤定律:

� � u
( e)�n = u

( i) �n = k ( p
( i)

- p
( e)

) , ( 9)

其中 k 为S的渗透系数�� 注意,方程( 9) 包含了流体的流出( p
( i)

> p
( e)

)和流进( p
( i)

< p
(e)

)��

还要注意, 粘性对正应力的贡献没有在方程( 9)中反映; 事实上,由方程( 8)和方程( 2)可知,在

表面 S 上它为零��

根据球坐标系中轴对称蠕变流动微分方程的一般解的存在性,在相应边界条件下,我们可

以求得可渗透近球体问题的近似解析解�� Sampson
[ 18]
于 1891年得到的一般解可用于球坐标系

中任意几何条件的流动问题��该解可用流函数表示为

� � �( r , �) = �
�

n= 2
( A nr

n
+ Bnr

- n+ 1
+ Cnr

n+ 2
+ Dnr

- n+ 3
) Jn( �) , ( 10)

其中 Jn( �) 为连带的 Legendre多项式,即

� � Jn ( �) = -
1

( n - 1) !
d

d�

n- 2 �2 - 1
2

n- 1

�� ( 11)

由方程( 11)可得到任意 n 阶的 Legendre 函数值��在球坐标系中, 因 �= cos�,则 n = 2, 4, 6时

的连带的 Legendre多项式为

� � J2( cos�) =
1
2

sin2�,

� � J4( cos�) = -
1
8

sin2�( 1- 5cos2�) ,

� � J6( cos�) =
1

16
sin2�( 1 - 14cos2�+ 21cos4�)��

将 n = 2时的 Legendre 多项式代入方程( 10) , 就得到轴对称球体的一般解��将更高阶的 Leg-

endre多项式代入方程( 10) , 可得到变形球体类似的简单解; 当然, 新的系数须由边界条件确

定(为得到近球体问题的 1阶和 2阶近似解, 我们将用到类似于多项式 J4( �) 和 J6( �) 的函

数)��

只要满足变形球体的边界条件,求解 Stokes方程问题就归结为相关问题对任意阶小参数

�的一个序列, 并在未变形球体上满足更为复杂的边界条件��此外, x 轴正向无限远处均匀流

动条件要求

� � �~
1
2

Ur
2sin2�, � � 当 r � �� ( 12)

假定变形球体表面满足如下方程

� � R( �) = r = a [ 1+ �g ( �) ] , ( 13)

其中 ( r , �) 为原点在半径 r = a 的未变形球体中心的球坐标系; 0 < � � 1为无量纲小参数,

g ( �) 为任意给定的函数,它正比于 2阶连带的 Legendre 多项式,

� � g( �) = 3 - 5cos2��� ( 14)

将函数 g ( �) 代入表面 S 的边界条件, 得到与 �任意阶简单解的相容性条件��

因此,对于问题的更高阶的逼近,必须计算 r = R 时的边界条件�� 如果记 �p 为r = R 时

的压力差

� � �p = p
( i)

( r , �) - p
( e)

( r , �) ,

则由方程( 1)、( 4)、( 5)可得压力和流函数间的关系:

� � �p�r
=

�
r

2sin�
�( E

2
�)

�� , ( 15)
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� � �p��= -
�

sin�
�( E

2
�)

�r , ( 16)

�任意阶的压力场,可由方程( 15)、( 16)的积分计算得到��在本例中,我们希望得到球坐标系

中控制方程( 6)的解, �可渗透近球体�的边界条件为方程( 8) ~ ( 12) ��因此, 我们将寻求本问题

如下形式的解:

� � �= �0 + ��1 + �2�2 + �� ( 17)

取 R = a( 1+ �g ) ,把方程( 8) 和( 9) 展开成级数形式, 就可以得到1阶解和2阶解的边界条件,

并且是 g ( �) 和 �的组合形式��

我们还要计算无量纲阻力 D / 6��aU, 将通过多孔球体和近球体流动的无量纲流量 Q

/ �a2
U, 作为无量纲渗透率 �= k�/ a 的一个函数��

对作用在物体表面法向(压力)和切向(粘滞摩擦力)流体应力积分,得到由流函数表达的

静止于流动中的轴对称物体的 Stokes阻力��其球坐标系中的计算公式可以写为[ 5]

� � D = ���
�

0
r

3sin3�
�
�r

E
2 �

r
2sin2�

r d��� ( 18)

通常利用公式( 18)计算轴对称物体的阻力是困难的, 而应用极限定理[ 7, 6]则要容易得多,即

� � D = 8�� lim
r � �

�� - �
rsin2�

, ( 19)

其中 r 为半径, �为对应流体运动的流函数�� 通过表面 S 的瞬时体积流量为[ 5] :

� � Q = �S
1

u�ndS , ( 20)

其中 S1表示0 � � � �/ 2物体的前面一半, u�n (速度的法向分量)可由边界条件确定��因此,

通过可渗透近球体流动的流量可由如下公式计算:

� � Q = 2��
�/ 2

0
k( �p 0 + ��p 1 + �2�p 2) r

2sin�d��� ( 21)

2 �可渗透近球体内外区域及摄动问题的计算公式

设 x 正向速度为 U( = U� ) 的定常均匀流中,保持不动的可渗透近球体问题与通过固定

不变球的流动问题密切相关��对于通过一固体球的 Stokes 流动, 展开式中的导出项 �0, 可用

无穷远处的均匀流确定��通过一球体流动问题的简单解满足球体几何条件,即

� � �0( r , �) = f ( r ) sin2��� ( 22)

每一摄动场适合的边界条件都要求确定表面的法线��因为法线平行于表面(方程( 13) )的梯

度,所以 n 平行于 � [ r - a - �ag ]�� 因此,表面 r = R = a( 1 + �g) 的法向矢量和切向矢量

可由如下式子计算:

� � n = er -
�g�

1+ �g
e�, t = e� +

�g�
1+ �g

er ,

其中 er 和 e�为坐标方向的单位矢量�� 对法向矢量和切向矢量取模,并在 r = R 展开得

� � | n | = | t | = 1 + 0. 5�2g�2( 1- 2�g ) + O( �4)�� ( 23)

因此,速度的法向和切向分量,可以很方便地变换为下列形式:

� � ut = u�t̂ = [ u� + ur�g�( 1- �g + O( �2) ) ] / | t | , ( 24)

� � un = u�n̂ = [ u r + u��g�( 1 - �g + O( �2) ) ] / | n | �� ( 25)

以上各量的计算必须满足 r = R = a( 1+ �g ) ,这表明 r 的任何函数,可以在 R 处展开成级数
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形式:

� � f ( r ) | r= R = f [ a( 1 + �g ) ] =

� � � � f ( a ) + �agf r ( a) +
1
2
�2 a

2
g

2
f rr ( a) + O( �3) ,

� � 1
r r= R

=
1
a

( 1- �g + �2g2
+ O( �3) ) ,

� �
1

r
2

r= R
=

1

a
2( 1- 2�g + 3�

2
g

2
+ O( �

3
) )��

我们计算方程( 24)、( 25)并把它们按 �的幂次分组, 即可得边界面上的速度分量��因此,

表面外区域和内区域上的流体速度的切向和法向分量为

u t | a = - �0r | a + � - �1r | r + g�0r | a +
g�
a
�0�

a
- ag�0rr | a +

� � � �2 -
1
2

a
2
g

2
�0rrr

a
- ag�1rr | a + ag

2
�0rr | a + g�g�0�r | a -

� � � �2r | a + g�1r | a - g
2
-

g�2

2
�0r

a
+

g�
a
�1�

a
-

3gg�
a
�0�

a
= 0, ( 26)

un | a =
1

a
2sin�
�0� | a + �

1

a
2
sin�

( ag�0�r | a + �1� | a - 2g�0� | a + ag��( e)
0r | a) +

� � � �2
1

2sin�
g

2�0�r
a

+
1

asin�
( g�1�r - 2g

2�0�r + agg��0rr ) +

� � � � 1

a
2
sin�

�2� | a - 2g�1� | a + 3g
2
-

g�2

2 �0�+ g�a�1r | a - 2agg��0r | a =

� � � k ( p
( i)
0 | a - p

( e)
0 | a) + �( ag[ p

( i)
0r | a - p

( e)
0r | a ] + [ p

( i)
1 | a - p

( e)
1 | a] ) +

� � � �2( [ p
( i)
2 | a - p

( e)
2 | a ] + ag[ p

( i)
1r | a - p

( e)
1r | a ] +

� � � 1
2

a
2
g

2
[ p

( i)
0rr | a - p

( e)
0rr | a ] ) �� ( 27)

根据方程( 26)和( 27) , �的各阶展开式的边界条件可以逐次确定�� 原则上,对每一 � _场,应

用简单可分离解的方法, 可以得到问题的 �任意阶近似解�� 实际上,由于代数运算量的快速

增长,我们只能将解扩展到 �的 2阶��

3 �零阶解: 球体

可渗透近球体内部流场 ( u
( i)

, p
( i)

, �( i)
) 和外部流场( u

( e)
, p

( e)
, �( e)

) 的零阶解,就是确定

可渗透球体问题的速度和压力分布��

Leonov
[ 19]
和Wolfersdorf

[ 20]
先后求解了可渗透球体问题��

无穷远处边界条件满足方程( 12) , 表面 S 上的其它边界条件, 由方程( 26)、( 27) 确定,并取

到 O( �0) 项,得

� � �( i)
0r = �( e)

0r = 0, ( 28)

� �
1

a
2sin�
�( i)

0�
r= a

=
1

a
2sin�
�( e)

0�
r= a

= k[ p
( i)
0 ( a, �) - p

( e)
0 ( a, �) ]�� ( 29)

这些边界条件对于求出方程( 6)的唯一解是充分的��把方程( 22)代入方程( 6) ,不变球体 Stokes

可分离解很容易地修正到可渗透情况��对于内部区域和外部区域的流函数, 可得到如下一般

解:
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� � �( i)
0 = ( Ar

4
+ Br

2
+ Cr + D / r ) Usin2�, � � � � r � a ( 30)

和

� � �( e)
0 = ( A�r 4

+ B�r 2
+ C�r + D�/ r ) Usin

2
�, � � r � a�� ( 31)

无穷远处条件要求

� � A�= 0, B�= 1/ 2;

还要求消除球心 r = 0处的奇异性, 即

� � C = 0, D = 0# 

将 C、D、Ac、Bc的值代入方程( 30)和( 31) ,得

  W
( i)
0 = ( Ar

2
+ Br

4
) Usin

2
H,       r [ a ( 32)

和

  W
( e)
0 = ( r

2
/ 2+ Ccr + Dc/ r ) Usin

2
H,   r \ a# ( 33)

将 E
2

W
( i)
0 和 E

2
W

( e)
0 的值代入方程( 15)和( 16) ,并且进行积分,可以求得压力场的零阶解为

  p
( i)
0 ( r, H) = 20 LUBr cosH ( 34)

和

  p
( e)
0 ( r, H) = LUcosH

2Cc

r
2 + p ] # ( 35)

将内外压力场和 r = a时 W的计算值代入方程( 28)、( 29) , 得到关于系数A、B、Cc、Dc的方程

组# 这些系数是渗透率 B = kL/ a 的函数# 解这一方程组得

  A = - 3B/ ( 2+ 21 B) , ( 36)

  B/ a
2

= - 3B/ [ 2( 2+ 21B) ] , ( 37)

  Cc/ a = - 3( 1 + 10B) / [ 2( 2 + 21B) ] , ( 38)

  Dc/ a
3

= ( 1+ 12 B) / [ 2( 2 + 21B) ]# ( 39)

因此, 在可渗透球体的外部区域, 用方程( 19) ~ ( 21) , 可计算其无量纲阻力和通过球体的流

量# 将 Cc 和Dc 的值代入方程( 33) ,得到物体外部区域的一般解,利用公式( 19)又得出其阻力

为

  D / 6P LaU = -
4
3

Cc
a

# 

由方程( 21)截断到 E 的 1次幂和 2次幂,算得流量为

  
Q

Pa
2
U

= 2Q

P/ 2

0
k$ pr

2
sinHd H= 20B

B

a
2 - 2 B

Cc
a

# 

4  近球体的高阶摄动解

4. 1  一阶解

为了得到可渗透近球体的近似解, 我们展开可渗透球体解 W 到 E的高阶项# 可渗透近球

体的 1阶近似可由Stokes一般解得到# 物体内外区域的流函数可写为

  W( i)
1 = ( A 1r

6
+ B1 r

4
) ( 1 - 5cos2

H) Usin2
H + ( C1r

2
+ D1r

4
) Usin2

H ( 40)

和

  W( e)
1 =

A
c
1

r
3 +

B
c
1

r
( 1 - 5cos2

H) Usin2
H + C

c
1r +

D
c
1

r
Usin2

H# ( 41)

因此, 我们将在适当的条件下求得问题的解, 并且确定流场的系数# 表面 S上的边界条件可由

方程( 8)、( 9) 截断到 E 的1次幂得到:
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u
( i)
t = u

( e)
t = gW0r | r= a - agW0rr | r= a +

gc
a

W0H
r= a

- W1r | r= a = 0, ( 42)

  u
( i)
n = u

( e)
n =

1

a
2sinH

agW0rH | r= a - 2gW0H | r = a + W1H | r = a + agcW0r | r= a =

     k[ ag ( p
( i)
0r - p

( e)
0r ) + ( p

( i)
1 - p

( e)
1 ) ]# ( 43)

整理方程( 42)和( 43)得

  W( i)
1r | r= a = - agW

( i)
0rr | r= a + gW

( i)
0r | r= a +

gc
a

W
( i)
0H | r= a, ( 44)

  W( i)
1H | r= a = - agW

( i)
0Hr | r= a + 2g W

( i)
0H | r= a - agcW

( i)
0r | r = a +

    k [ ag( p
( i)
0r ( a, H) - p

( e)
0r ( a, H) ) + p

( i)
1 ( a, H) - p

( e)
1 ( a, H) ] a

2sinH, ( 45)

以上方程 W( e)
1 也适合# 将方程

  E
2

W
( i)
1 / U = 18B1 r

4sin2
H( 1- 5cos2

H) + 10D1r
2sin2

H, ( 46)

  E
2

W
( e)
1 / U = sin2

H( 1- 5cos2
H) (- 10B

c
1/ r

3
) + sin2

H(- 2C
c
1/ r) ( 47)

代入方程( 15)和( 16) , 可由前面的方程( 44)和( 45) ,求得1阶压力场

  p
( i)
1 = LUcosH[ 24( 3- 5cos2

H) B 1r
3

+ 20D1 r] , ( 48)

  p
( e)
1 = LUcosH[ 10( 3- 5cos

2
H) B

c
1r

4
+ C

c
1/ r

2
]# ( 49)

因此,对式( 40)和( 41)作微分运算并代入边界条件( 44) ~ ( 47) ,可得到一个系数方程组# 解此

方程组,得到关于渗透率 B 的一组系数:

  A 1 = ( 72a
2

BCc + 24a
3
B + 45a

5
B + 33a

5
BB +

     90BDc + 18a
3

BA + 45a
3

B) / a
5
( 4+ 63B) , ( 50)

  B1 = - ( 48a
2

BCc + 20a
3
A + 40a

5
B + 190a

5
BB +

     60BDc + 75a
3

BA + 30a
3

B) / a
7
( 4+ 63B) , ( 51)

  C1 = - 2(- 10a
5
B + 95a

5
BB + 10a

2
BCc + 3a

3
B + 6BDc) / a

3
( 2 + 21B) , ( 52)

  D1 = - ( 20a
5
B + 10a

5
BB - 10a

2
BCc - 3a

3
B - 6BDc) / a

5
( 2+ 21B) , ( 53)

  A
c
1 = a

2
( 110a

5
BB + 114a

2
BCc + 60a

3
BA + 87a

3
B +

     174 BDc + 8a
2
Cc + 6a

3
+ 12Dc) / ( 4+ 63B) , ( 54)

  B
c
1 = - 2( 165a

5
BB + 45a

2
BCc + 90a

3
BA + 36a

3
B +

    72BDc + 4a
2
Cc + 3a

3
+ 6Dc) / ( 4+ 63 B) , ( 55)

  C
c
1 = - ( 100a

5
BB - 100a

2
BCc - 6Dc - 30a

3
B -

     60BDc - 10a
2
Cc) / a

2
( 2+ 21B) , ( 56)

  D
c
1 = - ( 100a

5
BB - 16a

2
BCc - 6Dc - 30a

3
B -

     60BDc - 2a
2
Cc - 3a

3
) / a

2
( 2+ 21 B)# ( 57)

将方程( 19)按 E 的幂次展开,计算近球体的阻力# 经整理得到

  D = - 8P LUa( Cc + C
c
1) , ( 58)

由方程( 21)截断到 O( E) , 又得到流量

  Q = 2PQ

P/ 2

0
k( $p 0 + E$ p 1) dH# ( 59)

4. 2  二阶解

至此, 我们已经求得了问题的 1阶解# 显然, 通过同样的分析, 可得到进一步的结果# 我

们重新选择方程( 6)的简单可分离解,就可得到可渗透球体的 2阶解, 其中 H 取决于表面S 上
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的边界条件# W( i) 和 W ( e) 的简单解为

  W( i)
2 = ( E 2r

6
+ F2r

8
) ( 1- 14cos2

H + 21cos4
H) Usin2

H +

     ( A 2 r
4
+ B2r

6
) ( 1- 5cos

2
H) Usin

2
H+

     ( C2r
2
+ D2r

4
) Usin

2
H, ( 60)

  W( e)
2 =

E
c
2

r
5 +

F
c
2

r
3 ( 1- 14cos2 H + 21cos4

H) Usin2
H +

     
A

c
2

r
3 + B

c
2r ( 1 - 5cos2

H) Usin2
H + C

c
2 r +

D
c
2

r
Usin2

H, ( 61)

上述简单解类似于方程( 10)给出的 Stokes 流的一般解# 对于可渗透近球体的 2阶近似,其表

面边界条件也可由方程( 26)和( 27)取到 E
2
项得到,故其速度的法向和切向分量分别为

  u
( i)
t2 = u

( e)
t2 = -

1
2

a
2
g

2
W0rrr | r= a - agW1rr | r= a - ag

2
W0rr | r= a +

     ggcW0Hr | r= a - W2r | r= a + gW1r | r= a - g
2
-

gc
2

2
W0r

r= a
+

     
gc
a

W1H
r = a

-
3ggc

a
W0H

r= a
= 0, ( 62)

  u
( i)
n2 = u

( e)
n2 =

1

a
2sinH

1
2

a
2
g

2
W0Hrr | r= a + agW1Hr | r= a - 2ag

2
W0Hr | r= a +

     a
2
ggcW0rr | r= a + W2H | r= a - 2g W1H | r= a + 3g

2
-

gc
2

2 W0r
r= a

+

     agcW1r | r= a - 2aggcW0r | r= a =

     k p
( e)
2 ( a , H) - p

( i)
2 ( a, H) + ag( p

( i)
1r ( a, H) - p

( e)
1r ( a, H) ) +

     
1
2

a
2
g

2
( p

( i)
0rr( a , H) - p

( e)
0rr ( a, H) ) , ( 63)

此外,还需计算方程( 63)中的 p
( i)
2 和 p

( e)
2 # 重复 1阶时的步骤,积分方程( 15)和( 16) ,确定球体

内外区域的2阶压力场

  p
( i)
2 = 2 LU

26
5

LF 2r
5
cosH( 15 - 70cos

2
H+ 63cos

4
H) +

     12B2 r
3cosH( 3 - 5cos2

H) + 10D2 r cos H , ( 64)

  p
( e)
2 = 2 LU

3 LFc
2

r
6 cosH( 15- 70cos2 H + 63cos4

H) +

     
5B

c
2

r
4 cosH( 3 - 5cos2

H) +
C

c
2

r
2 cosH # ( 65)

最后,将方程( 60) ~ ( 61)的导数、W 的 0阶和 1阶导数及压力值代入边界条件,由方程( 62)和

( 63)可得到如下系数的方程组:

  A 2, B2, C2, D2, E2, F 2, A
c
2, B

c
2, C

c
2, D

c
2, E

c
2, F

c
2# 

16个联立方程组的解给出这些常数值,它们取决于渗透系数 B# 作为结果, 我们得到了可渗

透近球体的流场和压力场的一般解,该解以方程( 17) 中 W0、W1、W2和 E 的组合形式表现# 

将以上常参数的计算值代入方程( 19) ~ ( 21) ,可计算出通过近球体的无量纲阻力和流量# 
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5  结  论

本研究给出了求解通过可渗透近球体轴对称流动的解析方法# 用正规摄动法求解了

 ( ) : 0 阶解; ) : 1阶解, E = 0. 05;       ( ) : 0阶解; ) : 1 阶解, E = 0. 1;

 , : 2 阶解, E = 0. 05 ) , : 2 阶解, E = 0. 1 )

 图 1  可渗透近球体的阻力           图 2  可渗透近球体的阻力

  ( ) : 0 阶解; ) : 1阶解, E = 0. 05;        ( ) : 0阶解; ) : 1 阶解, E = 0. 1;

  , : 2 阶解, E = 0. 05 ) , : 2 阶解, E = 0. 1 )

  图 3  通过可渗透近球体的流量        图 4  通过可渗透近球体的流量

Stokes方程,达到 E的 2阶修正, E为描述不可变形球体半径偏差的小参数# 计算了阻力和流

量,绘制了可渗透球体和可变形、可渗透球体的计算结果图形# 

根据我们的结果,可渗透球体 ( E = 0) 的阻力随着渗透性的增大而减小,当 B趋于无穷大

时, 阻力趋于一个极限值# 当 B为零时,阻力取得最大值,成为不可渗透球体的结果# 图1、图

2显示小 B值时阻力的主要变化情况;特别是,当 B由 0增加到 0. 5时,阻力急剧减小# 对可渗

透球体来说,当 B 值非常小时,通过球体的流量急速增大,然后达到一个常数值(图 3,图 4)# 

对于一给定的 E( E= 0. 0表示圆球体) ,我们分别画出了可渗透近球体对应于 B 的阻力和

流量的 1阶和 2阶解的图形# 可渗透近球体的阻力大于可渗透圆球体# 流量也存在同样的关

系# 对于 E = 0. 1和 E = 0. 05两种情况,图 1 ~ 图 4分别显示了阻力和流量的0阶、1阶和 2

阶解间的关系# 我们清楚地看到, E越小,得到的阻力和流量的近似解越好 # 而 E较大时,阻
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( ) : 1阶解; ) : 2 阶解; B = 1 )

 图 5  可渗透近球体的阻力与 E 的关系

力和流量的1阶和2阶近似解的差别变得很大# 

为使这些结果可靠, 我们必须在允许的精度下评

估 E的值# 图 5表明了 B = 1时阻力的 1阶解和

2阶解间的差别;如果选择 E小于约 011,这两个解

的差别似乎十分小# 

因此,作用在可渗透轴对称物体上的阻力,很

大程度上取决于物体的形状# 换句话说, 选择可

变形的可渗透形状, 不如选择可以变形的球体# 

大多数过滤器可以用一个可渗透的平面来近似,

例如可渗透球或可渗透圆盘# 这些模型提供了整

个过滤器的更多信息# 另一方面, 过滤器的阻力

也十分重要# 因为过滤器应该不会由于高阻力作

用而失效,阻力还与压力差有关,并且在鲁棒设计中也需要这些力进行自反馈# 
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A x i s y m m e t r i c F l o w T h r o u g h a P e r m e a b l e N e a r _ S p h e r e

F . Aya z

( Depar tment of Mathema tics , Faculty of Science and Ar ts , Ga zi Univ er sity ,

06500 Tekn ikokulla r , Anka ra , Turkey )

Abst ra ct: An analytical appro ach is described for the axisymmetr ic flow thr ough a permeable near_

sphere with a modification to boundary conditions in order to a ccount permeability . The Stoke s equa-

tion was solved by a r egular perturbation te chnique up to the second order corr ection in epsilon r epre-

senting the deviation from the radius of nondeformed spher e. The drag and the flow rate were calculat-

ed and the r esults were evaluated from the point of geometry and the permeabilty of the surface. An

attempt also w as made to apply the theor y to the filter feeding problem. The filter appendages of small

ecologically important aquatic organisms were modeled a s ax isymmetric permeable bodie s, therefor e a

r ough model for this problem w as considered her e as an oblate spher oid or near_sphere .

Key w ords: Stoke s flow; perturbation technique; filter feeding
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