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摘要 :  在二维空间中考虑了一类非线性 SchrÊ dinger 方程组# 在能量守恒及质量守恒的基础上, 通

过对解的极限行为的研究,建立了一系列解在原点的局部恒等式, 得到了方程组的径向对称爆破

解的集中性质# 
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引   言

在二维空间中考虑如下形式的非线性 SchrÊdinger方程组:

  
i<t - $< = ( | < | 2- | W|

2
) <,    t > 0, x I R

2
,

iWt - $W= (- | < | 2+ | W| 2) W,   t > 0, x I R
2
,

( 1)

这里 < = <( x , t ) : [ 0, T ) @ R
2 y C , W= W( x , t ) : [ 0, T ) @ R

2 y C , $是Laplace算子# 方程

组( 1)描述非线性介质中两波相干模型(见文献[ 1, 2] )# 

很多文献讨论了如下单个非线性 SchrÊdinger方程:

  
iUt - $U= | U |

2
U,   t > 0, x I R

2
,

U(0, x ) = U0( x ) ,    x I R
2
,

( 2)

这里 U= U( x , t ) : [ 0, T ) @ R
2 y C# 其中Weinstein[ 3]证明了如果

  U0 I 2:= H
1
( R

2
) H u I L

2
( R

2
) : | x | u I L

2
( R

2
) ,

那么存在 T > 0使得 U I C( [ 0, T ) , 2) 并且如果 +U0 +L
2 充分小则 T = ] # 具体地讲,用

Q 表示如下方程的基态解(唯一径向对称解)# 
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$Q + | Q |

2
Q = - Q   (在 R

2
内) ,

Q > 0         (在 R
2 内)# 

( 3)

Weinstein证明了如果 +U0 +L
2 < +Q +L

2, 则Cauchy问题(2) 的解整体存在( T = ] ) ,另一方

面, 如果 +U0+L
2 \ +Q +L

2,那么解有可能在有限时间爆破( T < ] )# Merle, Tsutumi[ 4] , We-

instein[ 5]研究了 Cauchy问题( 2)的爆破解的 L
2
_集中性质得到关于( 2)的爆破解的如下结论:

( � ) 如果初值径向对称即 U0( x ) = U0( | x | ) , 那么

  PR > 0, lim inf
t yT

+U( t , x ) +2
L
2
( B(0, R) ) \ +Q +2

L
2;

( � ) 如果初值不满足径向对称条件,则存在函数 x ( t ) 使得

  PR > 0, lim inf
t yT

+U( t , x ) +2
L
2
( B( x ( t) , R) ) \ +Q +2

L
2 ,

这里 Q是式( 3)的唯一径向对称解# 

设方程组( 1)具有如下的初始值条件:

  <(0, x ) = <0( x ) , W(0, x ) = W0( x ) ,   x I R
N# ( 4)

众所周知(见文献[ 5] , [ 6] ) , P( <0, W0) I H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) , Cauchy问题(1)、(4) 存在唯一解

( <, W) 且( <, W) I C ( [ 0, T ) , H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) ) ,其中 T = ] 或

  T < ] , lim
t yT

( + <+H
1+ +W+H

1) = ] # 

同时 P t I [ 0, T ) , ( <( t , x ) , W( u, x ) ) 满足如下质量守恒律及能量守恒律:

  QR
2 | <( t , x ) |

2dx = QR
2 | <0( x ) |

2dx , ( 5)

  QR
2 | W( t , x ) |

2dx = QR
2 | W0( x ) |

2dx , ( 6)

  E( <, W) = QR2
| ¨W|

2
+ | ¨W| 2- 1

2
| < | 4-

    1
2

| W| 4 + | < | 2 | W| 2 dx = E( <0, W0)# ( 7)

如果 T = ] ,我们称( <( t , x ) , W( t , x ) ) 为 Cauchy 问题(1)、(4) 的整体解# 如果 T < ] ,称

( <( t , x ) , W( t , x ) ) 为 Cauchy问题( 1)、( 4)的爆破解# 

第1节我们讨论整体解的存在性,第 2节我们证明解的爆破性质,第 3节我们研究爆破解

的爆破点与 L
2
_集中性质# 

本文中,我们把 + # +L
q
(R

2
) 简化为 + # +L

q,各种常数用 c 表示# 

1  整体解的存在性

本节中我们将证明如下定理:

定理 1  假设 ( <0, W0) I H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) ,且 + <0 +L

2< +Q +L
2, +W0 +L

2 < +Q +L
2 ,

那么( <( t ) , W( t ) )Cauchy问题(1)、(4) 的解( <( t ) , W( t ) ) 整体存在且( <( t ) , W( t ) ) I C( [ 0,

T ) ; H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) )# 

证明定理 1之前先给出如下关键引理

引理 1
[ 3]

  Pu I H
1
( R

2
) ,

1
2

+u +4
L
4 [

+u +2
L2

+Q +2
L
2
+ ü +2

L
2,

这里 Q是方程( 3)的基态解# 
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现在证明定理 1# 

证明  由式( 7) , 有

  + <̈+L
2 + +¨W+L

2 = E ( <0, W0) +
1
2

+ <+4
L
4+

1
2

+W+4
L
4 - +<W+2

L
2# ( 8)

由式( 8)及引理 1得

  1 -
+<+2

L
2

+Q +2
L
2

+ <̈+2
L
2 + 1-

+W+2
L
2

+Q +2
L
2

+¨W+2
L
2 [ E ( <0, W0)# ( 9)

根据式( 9)、( 5)、( 6)及假设 +<0 +L
2 < +Q +L

2 , +W0+L
2 < +Q +L

2, 我们有

  + <̈( t ) +L
2 [ c, +¨W( t ) +L

2 [ c, ( 10)

这里 c 是正常数# 

由式( 5)、( 6)、( 10) ,结论得证# 

2  解的爆破性质

我们将在本节讨论 Cauchy问题( 1)、( 4)的解的爆破性质# 结论如下:

定理 2  设 ( <0, W0) I H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) , 且( <, W) I C ( [ 0, T ) ; H

1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) ) 是

Cauchy问题(1)、(4) 在[ 0, T ) 上的解# 假设

  ( | x | <0( x ) , | x | W0( x ) ) I L
2
( R

2
) @ L

2
( R

2
)

且

  E( <0, W0) < 0# 

则 T < ] 且
  lim

t yT
( +<+H

1 + +W+H
1 ) = ] # 

在证明定理 2之前,我们先给出一个相关引理# 

引理 2[ 6, 8]  设 ( <0, W0) I H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) , ( | x | <0( x ) , | x | W0( x ) ) I L

2 @ L
2
, ( <,

W) I C( [ 0, T ) , H 1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) ) 是Cauchy问题(1)、(4) 在[ 0, T ) 上的解# 令

  J ( t ) = QR
2 | x |

2
( | < |

2
+ | W|

2
)dx ,

则

  Jc( t ) = 4ImQR
2x<¨�<dx + 4ImQR

2xW¨�Wdx , ( 11)

  Jd( t ) = 16E ( <0, W0)# ( 12)

现在我们证明定理 2# 

证明(反证法)  假设解 ( <, W) 的存在时间 T = ] , 根据经典分析的知识,有

  J ( t ) = J (0) + Jc(0) t + Q
t

0
( t - s ) Jd( s )ds,   0 [ t < ] # ( 13)

由式( 13)和引理 2知

  J ( t ) = J (0) + Jc(0) t + 8E ( <0, W0) t
2
,   0 < t < ] # ( 14)

又因 J ( t ) 是非负函数,且 E(0) < 0,故式(14) 和引理 2表明存在 T
*
< ] 使得

  lim
t yT

*
J ( t ) = 0# 

这意味着

  lim
t yT

*QR
2 | x |

2
| < | 2dx = lim

t yT
*QR

2 | x |
2
| W| 2dx = 0,
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这与式( 5)、( 6)矛盾# 

3  爆破点及 L 2_集中

我们将在本节研究 Cauchy问题( 1)、( 4)的爆破解的精细结构# 

引理 3[ 7]  设 u I H
1
( R

2
) , 是一个径向对称函数, R 为任意正常数则

  +u +2
L

]
( | x | > R) [ c + ü +L

2
( | x | > R) + u +L

2
( | x | > R)# 

设 QR I C
]
0 是单调减的径向对称函数( QR( x ) = QR( | x | ) ) 且 QR( x ) = 1( | x | < R ) , QR ( x )

= 0( | x | > 2R ) , Px | QR( x ) | [ 1# 

由引理3, 经简单计算可得

引理 4[ 4]  设 u I H
1
( R

2
) 是一个径向对称函数, R 为任意正常数,则

  +QRu +4
L
4 [ ( + ü +L

2
( | x | < 2R) + +u +L

2
( | x | < 2R) )

2 + u +2
L
2# 

定理 3(爆破点)  假设 ( <0( x ) , W0( x ) ) = ( <0( | x | ) , W0( | x | ) ) , Cauchy问题(1)、(4) 的

解( <( t ) , W( t ) ) I C ( [ 0, T ) , H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) ) 在有限时间 T 爆破,则原点 O是爆破点,意义

如下

( � ) PR > 0, +¨<( t ) +L
2
( | x | < R) + +¨W( t ) +L

2
( | x | < R) y ]  ( t y T ) ;

( � ) 如果 P t < T , ( <( t ) , W( t ) ) I L
]
( R

2
) @ L

]
( R

2
) , 则对任意的 R > 0, 有

  lim
t yT

( +<( t ) +L
]
( | x | < R) + +W( t ) +L

]
( | x | < R) ) y ] # 

证明  ( � ) 由能量守恒( 7) ,得

  + <̈( t ) +2
L2+ +¨W( t ) +2

L2 =
1
2

+ <( t ) +4
L4( | x | < R/ 2) +

    1
2 +<( t ) +4

L
4
( | x | > R/ 2) +

1
2 +W( t ) +4

L
4
( | x | < R/ 2) +

    1
2

+W( t ) +4
L
4
( | x | > R/ 2) - QR2

| < | 2 | W| 2dx + E( <0, W0)# ( 15)

因

  + <( t ) +4
L
4
( | x | < R/ 2) [ +QR/ 2<( t ) +4

L
4

及

  +W( t ) +4
L
4
( | x | < R/ 2) [ +QR/ 2W( t ) +4

L
4,

又因

  + <( t ) +4
L
4
( | x | > R/ 2) [ + <( t ) +4

L
]
( | x | > R/ 2) + <( t ) +2

L
2
( | x | > R/ 2)

及

  +W( t ) +4
L
4
( | x | > R/ 2) [ +W( t ) +4

L
]
( | x | > R/ 2) +W( t ) +2

L
2
( | x | > R/ 2) ,

故由式( 15) ,引理 3、引理 4及式( 5)、( 6)知

  + <̈( t ) +2
L
2+ +¨W( t ) +2

L
2 [ c( +¨<( t ) +L

2
( | x | < R) + c)

2
+

    c( +¨W( t ) +L
2
( | x | < R) + c)

2
+ c +¨<( t ) +L

2+ c +¨W( t ) +L
2 + c# 

又因

  + <̈( t ) +L
2+ +¨W( t ) +L

2 y ]   (当 t y T) ,

故( � )得证# 

( � ) 与以上证明类似# 由式( 15)、引理 3及质量守恒式( 5)、( 6) ,得

  + <̈( t ) +2
L
2+ +¨W( t ) +2

L
2 [ c + <( t ) +4

L
]
( | x | < R) +
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    c +¨W( t ) +4
L

]
( | x | < R) + c +¨<( t ) +L

2+ c +¨W( t ) +L
2 + c# 

根据这个不等式,通过与( � )相同的证明可得( � )# 

引理 5  U0为一个确定的函数, un 为H
1
( R

2
) 中一序列且存在 c0,使得 Pn:

  

H1  un( x ) = un( | x | ) ,

H2  QR
2 | un( x ) |

2dx = QR
2 | U0( x ) |

2dx ,

H3  PR > 0,Q| x | < R
| ün( x ) |

2
dx y ]   (当 n y ] ) ,

H4  H ( un) = QR
2 | ün( x ) |

2
-

1
2
| un( x ) |

4dx [ c0,

则对任意的 R > 0, 有

  lim
t yT

+ un +4
L
4
( | x | > R)

+ (̈ QRun) +2
L2

= 0# 

证明  由H1、H2、H4,引理 3及 Gagliardo_Nirenberg 不等式,得

  + ün ( x ) +2
L
2
( | x | > R) [ - + ün +2

L
2
( | x | < R) +

    1
2

+un +4
L
4
( | x | < R) +

1
2

+un +4
L
4
( | x | > R) + H ( un) [

    1
2

+un +4
L
4
( | x | < R) +

1
2

+un +4
L
4
( | x | > R) + c0 [

    c + c +QRun +4
L
4 + c + ün +L

2
( | x | > R) [

    c + c + (̈ QRun) +2
L
2+ c + ün +L

2
( | x | > R)# 

又因H3故存在 K < + ] 使得

  lim sup
t yT

+ ün +2
L
2
( | x | > R)

+ (̈ QRun) +2
L
2

= K# ( 16)

由引理3,假设H2 知

  +un +4
L
4
( | x | > R) [ +un +2

L
]
( | x | > R) +un +2

L
2 [

    c + un +3
L
2 + ün +L

2
( | x | > R) [ c +¨un +L

2
( | x | > R)# 

又因式( 16)故命题得证# 

现在我们可以证明如下定理:

定理 4( L
2
_集中)  设

( <0( x ) , W0( x ) ) I H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) , ( <0( x ) , W0( x ) ) = ( <0( | x | ) , W0( | x | ) )# 

如果 ( <( t ) , W( t ) ) I C( [ 0, T ) ,H
1
( R

2
) @ H

1
( R

2
) ) 是 Cauchy问题( 1)、( 4)的爆破解且满足

  lim
t yT

+¨<( t ) +L2 = ] , ( 17)

  lim
t yT

+¨W( t ) +L
2 = ] # ( 18)

那么对任意的 R > 0,

  lim inf
t yT

( + <( t ) +L2( B(0, R)) + +W( t ) +L2( B(0, R) ) ) \ +Q +L2,

这里 Q是方程( 3)的基态解# 

另外,以下两个不等式至少有一个成立# 

  lim inf
t yT

+ <( t ) +L
2
( B( 0, R)) \ +Q +L

2

或
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  lim inf
t yT

+W( t ) +L
2
(B( 0, R)) \ +Q +L

2# 

证明  由能量守恒式( 7) ,有

  QR
2 | <̈ | 2- 1

2
| < | 4 dx + QR

2 | ¨W|
2
-

1
2

| W|
4 dx =

    E ( <0, W0) -QR
2 | < |

2
| W|

2dx ,

故以下两式至少有一个成立 ( c > 0)

  H [ <] = QR
2 | ¨< | 2- 1

2
| < | 4 dx < c ( 19)

或

  H [ W] = QR2
| ¨W| 2- 1

2
| W| 4 dx < c# ( 20)

如果式( 19)成立,那么

  + <̈( t ) +2
L
2-

1
2 +<( t ) +4

L
4
( | x | < R) =

1
2 + <( t ) +4

L
4
( | x | > R) + H [ <]# ( 21)

而且根据质量守恒式( 5)、( 6)可得

  -
1
2

+QR<( t ) +4
L
4 [ - 1

2
+ <( t ) +4

L
4
( | x | < R) ( 22)

及

  + (̈ QR<( t ) ) +2
L
2 [ +QR¨<( t ) +L2 + +¨QR<( t ) +L2

2 [

    +¨<( t ) +2
L
2 + c +QR¨<( t ) +L

2 + c# 

因此

  + (̈ QR<( t ) ) +2
L
2 [ +¨<( t ) +2

L
2+ c + (̈ QR<( t ) ) +L

2+ c# ( 23)

由式( 21) ~ ( 23)我们有

  + (̈ QR<( t ) ) +2
L
2 -

1
2

+QR<( t ) +4
L
4 [

    1
2

+<( t ) +4
L
4
( | x | > R) + c + (̈ QR<( t ) ) +L

2 + c# ( 24)

又因引理 1,得

  1-
+QR<( t ) +2

L
2

+Q +2
L
2

[ 1
2

+ <( t ) +4
L
4
( | x | > R)

+¨QR<( t ) +2
L
2

+
c + (̈ QR<( t ) ) +L

2 + c

+ (̈ QR<( t ) ) +2
L
2

# ( 25)

同时根据式( 19)和假设式( 17) , 通过与定理 3相同的证明可得

  PR > 0, +¨<( t ) +L
2
( | x | < R) y ]   ( t y T )# ( 26)

由式( 25)、( 26)、( 5)、( 6)、( 17)及引理 5我们可得

  lim inf
t yT

+ <( t ) +L2( | x | < 2R) \ lim inf
t yT

+QR<( t ) +L2 \ +Q +L2# ( 27)

如果式( 20)成立,由相同的证明, 可得

  lim inf
t yT

+W( t ) +L
2
( | x | < 2R) \ lim inf

t yT
+QRW( t ) +L

2 \ +Q +L
2# ( 28)

由式( 27)和( 28) , 定理得证# 
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Concentration of Coupled Cubic Nonlinear

SchrÊ dinger Equations

LI Xiao_guang1, 2, 3,  ZHANG Jian1

( 1. College of Mathema tics an d Softw ar e Scien ce , Sichuan Norm al Un iver sity ,
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Abstract: A coupled nonlinear SchrÊ dinger equations is considered in 2_D space. Based upon the con-

servation of mass and energy, local identities was established by the study of the limit behavior of the

solutions, and concentration for the blow_up solutions with radially symmetry was obtained.

Key words: nonlinear SchrÊ dinger equation; global existence; blow up; blow_up point; concentration
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