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利普希茨伪紧缩映射下的利普希茨
摄动迭代的 Bruck公式
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(皮特#莱维桑卡苏克拉大学 数学研究院,赖普_492010,印度)

(周哲玮推荐)

摘要 :  在非线性分析中, 处理伪紧缩算子及其变形的解(不动点)存在性和近似性, 从而使演化方

程的求解已经发展成为一个独立的理论# 使用近似不动点技术,采用摄动迭代方法, 目的是证明

利普希茨伪紧缩映射序列的收敛性# 该迭代方法适用于比利普希茨伪紧缩算子更一般的非线性

算子以及 Bruck 迭代法无法证明其收敛性的情况# 推广了 Chidume和 Zegeye的结果# 
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引   言

在参考文献[ 1]中, Browder 在 Banach空间里定义了伪紧缩映射, 并且提出了该类映射与一

类重要的所谓增生算子(在Hilbert空间中单调)间的关系# 映射 A 是增生的, 当且仅当 I_A 是

伪紧缩的# 增生算子的映射理论与伪紧缩算子的不动点理论密切相关# Browder提出,初值演

化系统

  du ( t )
dt

+ Au( t ) = 0, u ( 0) = u0 ( 1)

可解, 则当 T 是局部利普希茨和增生的# 演化方程的例子常出现在包括热、波或薛定谔方程

的模型中(参见 Zeidler[ 2] )# 伪紧缩映射的重要性引起的非线性分析,归结为与非扩展映射的

紧密关系,以及算子的单调性[ 2]# 诸多学者研究了不动点的存在性和迭代序列的结构,这些非

线性算子在各种条件下是单调的# 因此,许多结果出现在那些使用伪紧缩算子和(或)它们的

变形,研究其迭代序列的存在性和收敛性的文献中(参见文献[ 3] ~ 文献[ 8]及其文后的参考文

献)# 

在Banach空间中一个凸子集 K 具有近似(几乎)不动点属性(简称 afpp) ,当每个非扩展映

射 T: K | y K 满足 inf +x - T( x ) + : x I X = 0# 闭凸有界集往往具有上述性质# Goebel[ 9]

和Kuczumow [ 10]首先提出在 Hilbert 空间中一些非有界集也具有几乎不动点属性# 随后,

Ray
[ 11, 12]

, Reich
[ 13]
以及其他作者都研究了该问题# 一个序列若满足 lim

n y ]
+xn - Tx n + y 0,就
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称为 T 的近似不动点序列# 近似不动点序列( afps)的概念来自非扩展映射 T 的几乎不动点集

的结构,不动点收敛性的可靠性条件是建立在 T 上或如下区域上的:

( a) T 的范围包含在K 的紧子集中;

( b) T 从K 映射到K 并且在零点是半紧的(参见文献[ 14] ) ;

( c) ( I_T ) 从 E 的闭有界子集映射到E 的闭有界子集(参见文献[ 15] )# 

在文献[ 16]中, Chidume和Mutangadura提出Mann迭代格式无法收敛到利普希茨伪紧缩映

射序列# 当然, 这样的非线性映射的 Ishikawa迭代序列是收敛的,但收敛率相对来说很慢
[ 17]# 

因此, Bruck[ 18]给定的递归公式就更具优势# 近年来, Chidume和 Zegeye[ 19]用 Bruck[ 18]的递归公

式和实 Banach空间中的近似不动点序列技术,证明了利普希茨伪紧缩映射的收敛性# 

本文的目的在于提出一种新的迭代格式,证明利普希茨伪紧缩映射的近似不动点序列的

收敛性# 迭代格式是基于 Bruck[ 18]的结构并继承 Halpern 格式[ 20]# 我们的格式改善并推广了

Chidume和 Zegeye
[ 19]
的迭代格式,理由如下# 首先,在我们的格式中考虑了利普希茨映射 f 在

迭代序列行为中的摄动; 其次, 利普希茨映射包含恒等映射,因此, Chidume 和 Zegeye[ 19]的迭代

公式能很容易地从新迭代格式中得到; 再次, 我们的迭代格式能处理那些比利普希茨伪紧缩算

子更一般的非线性算子, 而 Bruck或其它迭代格式却无法证明它们是收敛性的# 理由是, 在我

们的迭代格式中采用非扩张映射# 我们采用不同的方法证明了序列 x n 的有界局限性,实

际上简化了Chidume和 Zegeye
[ 19]
的证明# 

1  预 备知 识

我们来考虑实 Banach空间 E 和它的对偶空间E
*

,设 J 表示从E 到 2E
*

的正规化对偶映

射,并定义为:

  Jx = f
* I E

*
: 3x , f

* 4 = +x +2
= +f

* +2
,

其中3#, #4表示广义对偶对# 我们知道,如果 E
* 是严格凸的,那么 J 是单值的# 假如单值正

规化对偶映射由 j 表示, 那末, 作为 Hahn_Banach 定理的一个直接结果, 对于 X 中的每个u ,

J ( u) 是非空的# 我们知道,当且仅当X 是光滑时, J ( u) 是单值# 这就意味着在 X 的单位球

体 U上, 对每个 x 和h 存在

  lim
t y0

+x + th + - +x +
t

, ( 2)

在这种情况下,我们称X 的范数是Gateaux微分# 也就是说,对 U中的每个h,由公式( 2) 定义

的极限在 U中对x 一致收敛,则X 的范数称为一致Gateaux微分# 众所周知,如果X 的范数是

一致 Gateaux 微分,那么映射 J 在从X 上的范数拓扑到X
* 的弱拓扑有界集上是一致连续的# 

定义 1. 1[ 21]  假如K 是E 的一个非空子集,如果不等式

  +x - y + [ +x - y + t [ ( I - T) x - ( I - T) y ] + ( 3)

或它的等价形式

  3Tx - Ty , j ( x - y ) 4 [ +x - y +2
,

对所有的 x , y I D( T) 和所有 t > 0成立, 则称映射 T: K y K 为伪紧缩# 如果存在 L > 0,

且使 +Tx - Ty + [ L +x - y + , Px , y I D( T) , 则称算子 T 是利普希茨的# 如果 L = 1,

那么称 T 为非扩张的# 显然,每个非扩张映射都是伪紧缩的# 

定义 1. 2[ 21, 22]  如果
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  +x - y + [ +x - y + s ( Ax - Ay ) + ( 4)

或它的等价形式

  3Ax - Ay , j ( x - y ) 4 \ 0,

对所有的 x , y I D( A) 和所有的 s > 0成立,则称映射 A: K y K 为增生的# 

定义 1. 3[ 23]  假如K 是 Banach空间 E 上的一个非空子集,则 x I K 的内集如下定义

  IK ( x ) = x + K( u - x ) : K\ 1 ,

如果 Tx I cl[ IK ( x ) ] 对所有的 x I K 成立,其中 cl[ IK ( x ) ] 表示内集的闭集,则映射 T: K | y

E 称为弱内的# 每个自映射都是平凡弱内映射# 

现在,我们来介绍迭代过程# 

假如 K 是实 Banach空间 E的非空凸子集,那么对任意的 x 1 I K ,得到序列 x n 称为利普

希茨摄动迭代:

  x n+ 1 = ( 1 - Kn ) x n + KnTx n - KnHn f ( xn - x 1) ,   Pn I K ,

其中 f BK | y K 是利普希茨映射, Kn 和 Hn 是[ 0, 1]之间满足下列条件的实序列:

( � ) l im
n y ]

Hn = 0;

( � ) Kn( 1 + Hn) [ 1, 6
]

1

KnHn = ] , lim
n y ]

Kn

Hn
= 0;

( � ) l im
n y ]

( Hn- 1/ Hn - 1)

KnHn
= 0# 

满足这些条件的实序列的例子有 Kn = 1/ ( n + 1)
a和Hn = 1/ ( n + 1)

b
,其中0 < b < a 和a +

b < 1# 

为了证明主要的结果,我们需要下面的引理# 

引理 1. 4[ 23]  假如 E 是一个实赋范线性空间, 且 J 是E上的一个正规对偶映射,那么对任

意给定的 x , y I E , 下面的不等式都成立:

  +x + y +2 [ +x +2
+ 23y , j ( x + y ) 4,   Pj ( x - y ) I J ( x - y )# ( 5)

引理1. 5
[ 24]  假如 Kn , An 和 Cn 是非负的数值数列,当 n y ] ,满足条件 limAn = 0,

6
]

1

An = ] 和 Cn/ An y 0# 假如给定递归不等式:

  K2
n+ 1 [ K2

n - An<( Kn+ 1) + Cn,   Pn I N, ( 6)

其中, <: [ 0, ] ) | y [ 0, ] ) 是一个严格递增函数, 在( 0, ] ) 上为正的,且 <( 0) = 0# 那么,当

n y 0时 Kn y 0# 

引理 1. 6(文献[ 23]中的命题 1)  假如 E 是一个 Banach空间, K 是E 的一个非空闭凸子

集, 并且 T: K | y E 是一个满足弱内条件的连续伪紧缩映射,那么对 z I K ,存在一个唯一路径

t y y t I K , t I [ 0, 1) , 满足下列条件:

  y t = tTyt + ( 1 - t) z# ( 7)

另外,我们注意到引理 1. 6 中, 如果 F ( T) X <, 那么 yt 是有界的# 因此, 如果 E 有

Gateaux微分范数, K 的每个闭凸且有界子集都具有非扩张自映射的不动点属性, 那么,当 t y

1, 路径强收敛到 T 的不动点# 上面的叙述可以确保 yn 表示如下定义的序列:

  y n = y t
n

= tnTyt
n
+ ( 1- tn ) x 1, t n = 1/ ( 1+ Hn) ,   P n \ 1# 
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2  主 要结 论

现在来证明我们的主要结论# 

定理 2. 1  假如K 是实Banach空间E的一个非空闭凸子集, T : K | y K 是具有利普希茨常

数 L \ 0和 F ( T ) X <的利普希茨紧缩映射# 对任意 x 1 I K ,序列 x n 由下式得到:

  x n+ 1 = ( 1 - Kn ) x n + KnTx n - KnHn f ( xn - x 1) , ( 8)

对所有的正整数 n,其中 f BK | y K 是一个利普希茨映射,且当 n y ] 有 +xn - Txn + y 0# 

证明  我们将证明分为 3部分# 

( � ) 证明 x n 是有界的# 

由公式( 5)和( 8) ,我们得到

+x n+ 1 - x
* +2

= +( 1- Kn) x n + KnTxn - KnHnf ( x n - x 1) - x
* +2

=

  +x n - x
*

- Kn( ( x n - Txn ) + Hnf ( xn - x 1) ) +2 [

  +x n - x
* +2

- 2Kn3( xn - Txn ) + Hn f ( xn - x 1) , j ( xn+ 1 - x
*

)4 =

  +x n - x
* +2

+ 2Kn3- ( x n - Tx n) - Hnf ( x n - x 1) , j ( x n+ 1 - x
*

) 4 [

  +x n - x
* +2

+ 2Kn3( xn+ 1 - Tx n+ 1) - ( x n - Txn ) +

  Hnf ( x n - x1) , j ( x n+ 1 - x
*

) 4- 2Kn3xn+ 1 - Txn+ 1, j ( xn+ 1 - x
*

) 4, ( 9)

由于 T 是伪紧缩的,我们就有3x n+ 1 - Tx n+ 1, j ( xn+ 1 - x
*

)4 \ 0# 故公式( 9)就成为

+x n+ 1 - x
* +2 [ +xn - x

* +2
+ 2Kn3( x n+ 1 - xn ) + ( Tx n - Tx n+ 1) -

  Hnf ( x n - x1) , j ( x n+ 1 - x
*

) 4 [

  +x n - x
* +2

+ 2Kn[ ( 1 + L ) +xn+ 1 - x n + + HnL +x n - x 1 + ] +x n+ 1 - x
* + [

  +x n - x
* +2

+ 2Kn[ ( 1 + L ) +( 1 - Kn ) x n + KnTx n - KnHn f ( xn - x 1) - x n + +

  HnL +x n - x 1 + ] +x n+ 1 - x
* + [

  +x n - x
* +2

+ 2Kn[ ( 1 + L ) Kn +( x n - Txn ) + KnHnf ( x n - x 1) ++

  HnL +x n - x 1 + ] +x n+ 1 - x
* + [

  +x n - x
* +2

+ 2Kn[ ( 1 + L ) ( Kn +( x n - Tx n + + KnHnL +xn - x 1 +) +

  HnL +x n - x 1 + ] +x n+ 1 - x
* + [

  +x n - x
* +2

+ 2Kn[ ( 1 + L ) Kn( +x n - x
* + + +Tx

*
- Tx n +) +

  ( 1+ L ) KnHnL ( +x n - x
* + + +x 1 - x

* +) +

  HnL( +x n - x
* + + +x 1 - x

* +) ] +xn+ 1 - x
* + [

  +x n - x
* +2

+ 2Kn[ ( 1 + L )
2Kn +x n - x

* + + ( 1+ L ) KnHnL +x n - x
* + +

  ( 1+ L ) KnHnL +x 1 - x
* ++ HnL +xn - x

* ++ HnL +x 1 - x
* + ] +xn+ 1 - x

* + =

  +x n - x
* +2

+ 2Kn[ ( 1+ L )
2Kn + ( 1 + L) KnHnL + HnL +x n - x

* + +

  ( 1+ L ) KnHnL + HnL +x 1 - x
* + ] +x n+ 1 - x

* +, ( 10)

现在,我们取 +x n+ 1 - x n + = an+ 1,因为 lim
n y ]

( Kn / Hn ) = 0,所以对所有的 1 > : > 0,存在N ,使

得0 [ Kn/ Hn [ : , Pn I N ,此时 Kn [ Hn# 又因为lim
n y ]

Hn = 0,故 K
2
n [ H

2
n [ Hn# 且 H

3
n [ H

2
n# 

因此, ( 10)式变为:

  a
2
n+ 1 [ a

2
n + 2Kn[ ( 1+ L )

2Kn + ( 1+ L ) KnHnL + HnL an +
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     Q ( 1+ L ) KnHnL + HnL ] an+ 1 [

     a
2
n + [ 2( 1 + L )

2
H

2
n + ( 1 + L ) LH

3
n + H

2
n an +

     Q ( 1+ L ) LH3
n + H2

nL ] an+ 1 [

     a
2
n + [ ( 2( 1 + L )

2
+ ( 1 + L ) L + 1) H

2
n an +

     Q ( ( 1+ L ) L + L ) H2
n ] an+ 1 =

     a
2
n + [ ( 3L

2
+ 5L + 3) H2

n an + Q ( L
2
+ 2L ) H2n ] an+ 1 [

     a
2
n + [ C1H

2
nan + C2H

2
n] an+ 1 [

     a
2
n + [ CH2

nan + CH2
n] an+ 1 [

     a
2
n + :n [ 1+ an ] an+ 1,

其中 C1 = 3L
2
+ 5L + 3, C2 = L

2
+ 2L , C = max C1, C2 , :n = CH2

n# 从上述,我们可以得到

  an+ 1 [
an

an+ 1
an + : ( 1 + an) [ ( 1+ 2: ) an [ F

n

k= 0

( 1+ 2:k) a0 < ] ,

因为 F
]

n = 1

( 1+ Hn) = P , 则

  lgp = 6
]

n= 1
lg( 1 + H

2
n) ,

  lg( 1+ H
2
n ) [ 1

n
q ,   q > 1,

  H
2
n [ e

1/ nq

- 1, Hn = 2/ n
q/ 2

,

对无数的 n 和 q > 1成立# 故数列 x n 是有界的# 

( � ) 证明当 n y ] 时, +x n - yn + y 0# 

由式( 5)和( 8) ,得到

  +xn - y n +2
= +( 1 - Kn ) x n + KnTx n - KnHn f ( xn - x 1) - y n +2

=

    +x n - y n - Kn ( ( x n - Tx n) + Hnf ( x n - x 1) ) +2 [

    +x n - y n +2
- 2Kn3( x n - Txn ) + Hnf ( x n - x 1) , j ( x n+ 1 - yn) 4 =

    +x n - y n +2
- 2KnHn3xn+ 1 - y n, j ( x n+ 1 - yn )4+

    2Kn3( x n+ 1 - yn ) - ( x n - Tx n) - Hnf ( x n - x 1) , j ( x n+ 1 - yn )4 =

    +x n - y n +2
- 2KnHn +x n+ 1 - yn +2

+ 2Kn3( x n+ 1 - Txn+ 1) -

    ( xn - Txn ) - Hn f ( xn - x 1) - [ ( xn+ 1 - Txn+ 1) -

    ( yn - Tyn ) ] , j ( xn+ 1 - yn) 4=

    +x n - y n +2
- 2KnHn +x n+ 1 - yn +2

+

    2Kn3( x n+ 1 - yn ) + ( Ty n - Txn+ 1) - ( xn - Txn ) -

    Hnf ( x n - x1) , j ( x n+ 1 - yn )4-

    3( x n+ 1 - Tx n+ 1) - ( y n - Ty n) , j ( x n+ 1 - yn )4, ( 11)

由 T 的伪紧缩性,有3( xn+ 1 - Txn+ 1) - ( yn - Tyn) , j ( xn+ 1 - y n4 \ 0# 故( 11)式变为

  +xn+ 1 - y n +2 [

    +x n - y n +2
- 2KnHn +x n+ 1 - yn +2

+ 2Kn [ ( 1+ L ) +x n+ 1 - yn + +

    +x n - Txn + + HnL +x n - x 1 +] +x n+ 1 - yn +, ( 12)
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然而, 因为 F ( T ) X <,根据文献[ 23] 的命题 2,我们得到 y n 是有界的# 因此,存在 M1 > 0,

使得 max +x n+ 1 - yn +, +x n - Tx n + + HnL +x n - x - 1 + [ M 1# 那么由( 12)式,我们有

  +xn+ 1 - y n +2 [ +xn - yn +2
- 2KnHn +xn+ 1 - y n +2

+ KnM
2
1, ( 13)

现在,由( 3)式,我们得到

  +yn+ 1 - y n + [

    +y n- 1 - yn +
1
Hn

( ( yn- 1 - Ty n- 1) - ( y n - Tyn ) ) + [

    
Hn- 1 - Hn

Hn
( +yn- 1 + + +x 1 +) =

    
Hn- 1

Hn
- 1 ( +yn- 1 + + +x 1 +) , ( 14)

由( 13)和( 14)式, 对某常数 M > 0, 得到

  +xn+ 1 - y n +2 [ +xn - yn- 1 +2
- 2KnHn +xn+ 1 - yn +2

+ KnM
2
1 +

    M
Hn- 1

Hn
- 1 + 2KnM , ( 15)

由引理 1. 5和 Kn 及 Hn 上的条件,得到 xn+ 1 - yn y 0# 故当 n y ] 时, +xn - yn + y 0# 

( � ) 当 n y ] 时, +x n - Tx n + y 0的证明# 

因为 yn (从而 Tyn ) 是有界的,我们有

  +yn - Tyn + [ ( 1- tn) +Ty n + + ( 1- t n) +x 1 + y 0 ,

因此

  +xn - Txn + [ +x n - yn + + +yn - Tyn + + +Ty n - Tx n + [
    ( 1+ L ) +xn - yn ++ +yn - Tyn + y 0,   当 n y ] # 

至此,完成了该定理的全部证明# 

定理 2. 2  假如 K 是定义了一致 Gateaux 微分范数的实 Banach 空间 E 的非空闭凸子集,

T BK | y K 是利普希茨紧缩映射,且其利普希茨常数L \0,并且 F ( T) X <# 设K 的每个闭

凸有界子集具有非扩张自映射不动点属性# 对任意的 x 1 I K ,序列 xn 由下式得到:

  x n+ 1 = ( 1 - Kn ) x n + KnTx n - KnHn f ( xn - x 1) ,

对所有的正整数 n,这里 f BK | y K 是一个利普希茨映射# 那么 xn 强收敛到T 的一个不动

点# 

证明  正如定理2. 1所证,当 n y ] 时, +x n - Txn + y 0,又由文献[ 23] 的定理 1,我们

有 yn y x
* I F ( T )# 由此,我们可得如下结论# 

注 1 取 f = I B K | y K 为定理2. 1 和 2. 2 中的恒等映射,我们可得到 Chidume和 Zegeye[ 19]中的定理 2. 1

和 2. 2# 我们的定理推广和改善了 Chidume 和 Zegeye[ 19]的定理# 

注 2 我们的定理 2. 2 为利普希茨增生算子,该算子的利普希茨常数 L \ 0, 且 N ( A ) X <, 其中 N ( A ) =

x I E : Ax = 0 , 在一致Gateaux 微分范数的实 Banach 空间中亦成立# 

注 3 因为每个一致光滑的 Banach空间有一致Gateaux 微分范数,且 K 的每个闭有界凸子集有非扩张自

映射的不动点属性# 因此,我们的定理在实一致光滑 Banach 空间中也是成立的# 

注 4 在定理 2. 1 中,如果附加 K 是有界, 那么由文献[ 23]的命题 2, 序列 yn 是有界的# 因此, 在证明

中不需要条件 F ( T ) X <# 故, 我们得到的定理 2. 2 的结论和注 3 无需假设 F ( T ) X <# 
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Bruck Formula for a Perturbed Lipschitzian Iteration

of Lipschitz Pseudocontractive Maps

Krishna Kumar,  B. K. Sharma
( School of Studies in Mathema tics , Pt . Ravishankar Shukla Univ er sity ,

Ra ipur , Chha tt isga rh _492010, In dia )

Abstract: The solution to evolution equations has developed an independent theory within nonlinear

analysis dealing with the existence and approximation of such solution( fixed point) of pseudocontrac-

tive operators and its variants. The object is to introduce a perturbed iteration method for proving the

convergence of sequence of Lipschitzian pseudocontractive mapping using approximate fixed point

technique. This iteration can be ued for nonlinear operators which are more general than Lipschitzian

pseudocontractive operator and Bruck iteration fails for proving their convergence. Our results genera-l

ize the results of Chidume and Zegeye.

Key words: pseudocontractive map; perturbed Lipschitzian iteration; fixed point; uniformaly

Gateaux differential norm
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