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固壁近旁 Stokes流中粘性
液滴的运动和变形

X
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(复旦大学 力学与工程科学系,上海 200433)

(戴世强推荐)

摘要:  发展了一种模拟固壁近旁轴对称 Stokes 流中粘性液滴的运动和变形及直接计算固壁上应

力的边界积分方法# 用此方法对不同的液滴_固壁初始相对间距、粘度比、表面张力和浮力联合参

数以及环境流动参数情况进行了数值实验# 数值结果显示, 由于环境流动和浮力的作用, 随着时

间的推进, 液滴在轴向压缩, 在径向拉伸# 当环境流动的作用弱于浮力作用时, 随着时间的推移,

液滴上升并向上弯,固壁上由液滴运动所引起的应力不断减小# 当环境流动的作用强于浮力作用

时,随着时间的推移, 液滴变得越来越扁# 在这种情形, 当大初始间距时, 壁面上的应力随液滴的

演变而增大; 当小初始间距时, 由环境流动、浮力及壁面对流动的较强作用的联合影响, 此应力随

液滴的演变而减小# 由于液滴运动所引起的壁面应力的有效作用仅限于对称轴附近的一个小范

围内 ,且此范围随液滴与固壁的初始间距增大而增大# 应力的大小随初始间距增大而大为减小# 

表面张力对液滴变形有阻止作用# 液滴粘性会减小液滴的变形和位置迁移# 
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引   言

近年来, Stokes流中粘性液滴的结构和动力学以及它们与固体边界和液体界面的相互作

用已受到人们的很大关注# 这一题材的兴趣主要受到乳化流变学的理解, 多组分混合机理的

描述以及生物细胞的分析等多方面的需要所推动# 所观察到的微观质点和微组织的聚合时显

示的类似于悬浮的均匀粘性液滴的行为,为此研究提供了另外的推动力# 这一问题对诸如血

液流动的微尺度机制,大气水分下降的微尺度物理,三次采油和地幔的对流等科学和工程的多

种领域有着应用# 

当液滴变形任意时,这类问题可用基于 Ladyzhenskaya 工作[ 1]的边界积分方法数值求解# 

用这种方法,Youngren和 Acrivos 研究了轴对称地置于一无限拉伸流中的无粘气泡的定态形

状[ 2] ,Rallison和 Acrivos研究了自由悬浮在无限拉伸流中的一粘性液滴的变形和破裂条件[ 3] ,

Chi和 Leal研究了较重液体中的一个较轻粘性液滴向流体界面的运动[ 4] , Pozrikidis研究了无
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限流体中的一个初始球状液滴受轴对称摄动后的运动和变形[ 5] , 重力作用下的粘性液滴朝固

壁的运动和变形[ 6]及 Stokes流中的一个质量可忽略的并受指定膨胀率支配的二维或三维无粘

气泡内部的压力分布[ 7] ,陈建国研究了液滴沿中心轴线穿过圆孔时的变形[ 8]# 文献[ 4] ~ [ 7]

假设环境流体静止# 文献[ 6]采用了无限平壁近旁的 Green函数, 使边界积分方程仅涉及液滴

表面,并且未给出固体表面上应力的任何信息# 然而, 在实际应用中常会出现液滴处于某环境

流体中且固壁上应力的信息非常重要的情况(如在动脉血管中血管壁上的应力与组织的非正

常生长有着密切的关系)# 受实际应用需要的推动,本文研究固壁近旁的 Stokes流中粘性液滴

的运动和变形以及固壁上的应力# 虽然采用 Green 函数后,支配方程中不出现沿固体壁面的

积分,使得方法对于仅涉及液滴运动和变形的问题非常有效;然而,当固壁上的应力重要时,用

这种方法计算包括流体压力在内的壁面上的应力变得十分复杂, 而壁面上的应力是本文方法

的一个直接结果# 

1  支配方程和数值方法

如图 1所示,在无限固壁 T : x 1= 0之上有一个表面为S 粘度为KL的液滴 8浸没在另一种

粘度为 L的不可混合液体D 中# 本文假设牛顿流体并设液滴足够小以使由它们引起的流动

可用 Stokes流来合理的近似# 令 n、C、f = R#n、u = ( u1, u2, u2) 和 p 分别是边界上指向流

体 D 的单位法向量、S 上的表面张力和应力、流动速度和压力, f
] 、u ] 和 p

] 分别是区域 D中

粘度为 L的环境Stokes流的应力、速度和压力,则流动的边界条件为 u | x= ] = u
] 、p | x= ] =

p
]
、u | x

1
= 0 = 0、[ u ] S = 0、[ f ] S = ( $Qgx 1+ C( #̈n ) ) n ,其中 $Q= Qin- Qout, Q是流体的密

图 1  流动图案

度, g 是重力加速度, [#] S = (#) S, out- (#) S , in为某量越过 S 时的

跃值# 

本文假定流动是轴对称的并且液滴初始时为球形# 轴向坐

标和径向坐标分别为 x 和r# 速度的轴向和径向分量分别为 u和

v# 在本文中取 u
]
= - Ax 2

, v
]
= Arx , p ]

= - 2ALx , 其中 A是常

数# 取液滴半径 a、u0 = | $Q| ga
2
/ (8PL)、t 0 = a/ u0 和 p 0 =

8PLu0/ a分别为长度、速度、时间和压力的标尺,引入无量纲量 �x

= x/ a、�y = y / a、�u = u / u0、�f = f / p 0、、�u
]
= - �x

2
和�v

]
= �r�x ,

并去掉无量纲量上的记号/ ~ 0, 可得无量纲方程

  1
2
(1+ K) u i ( x) -

3
4P

(1- K)QS
K ijk( r) uj ( y ) nk( y )dsy + QT

Jij ( r) f
*
j d sy =

    Bu ]
i ( x ) - QS

J ij ( r) nj ( y ) [ sign( $Q) y 1+ #( #̈n ) ] dsy   ( x I S ) , ( 1)

  -
3

4P
(1- K)QS

K ijk( r) uj ( y ) nk( y )dsy +QT
Jij ( r) f

*
j dsy =

    - QS
Jij ( r) nj ( y ) [ sign( $Q) y 1+ #( #̈n) ] dsy   ( x I T ) , ( 2)

其中 f
*
= f - f

]
, B= Aa

2
/ u0, # = C/ ( | $Q| ga

2
)# 在本问题的无量纲形式中,共有4个无

量纲参数: 环境流动参数 B、粘度比 K、表面张力和浮力联合参数 # 以及初始时刻液滴的中心

到固壁的距离和液滴初始半径的比值L# 式(1) 和(2) 是以 S 上的速度u 和T 上的应力f
* 为

未知函数的积分方程# 如果在 t 时刻知道了液滴的形状, 那么就可以通过求解方程组(1) 和
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(2) 来获得 S 上的速度u和T 上的应力f
* # 然后由 f = f

*
+ f

] 可得 T 上的应力f# 通过对

方程 dx/ dt = u( x ) , ( x I S ) 关于时间 t积分可得液滴在 t + $t时刻的形状# 因为本问题是

轴对称的,式( 1)和( 2)中的积分核可沿方位角方向精确求积,这样就把式( 1)和( 2)化为沿液滴

表面和固壁子午线的积分# 化约后的积分方程中的被积函数含有第一类完全椭圆积分, 它们

的奇性可以通过减去一个恰当的对数函数来消除# 这样被积函数为光滑函数或对数奇性的函

数# 

( a) # = 0

( b) # = 0. 1

从左到右 B = 0. 25, 0. 5, 1# - - - : t = 0; - #- : t = 0. 25; ) ) ) : t = 0. 5

图 2 L = 2、K= 0. 1时液滴位置和形状随时间的变化

为了进行数值求解, 我们将液滴表面和截断固壁的子午线划分成许多边界元# 在子午线

上的任一积分等于这些单元上的积分之和# 在每个单元内,曲线的形状和未知函数用基于它

们在单元端点值的线性插值逼近, 这样积分方程和推进液滴表面形状的时间相关偏微分方程,

就分别化成了一个以未知函数在结点的值为未知数的线性代数方程组和一个以液滴表面结点

坐标为未知函数的常微分方程组# 在每个单元内,光滑函数和含对数奇性函数的积分分别通

过4点Gauss_Legendre积分公式和带对数权函数的Gauss积分公式来计算[ 9]# 被积函数中出现

的液滴表面的曲率通过三次样条插值来近似# 所得线性代数方程组用列主元 Gauss消去法求

解# 对求解本问题的任意显式格式,数值方法都要受到由流体速度引起的 CFL型不稳定性和

由表面张力引起的耗散型不稳定性的伤害,这使得所允许的最大时间步长要比网格间距小得

多# 因此即使本文用一阶精度的 Euler 方法来求解此常微分方程组,关于时间的精度仍然可以
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得到保证# 为了避免液滴表面上标记点的积聚所引起的非线性数值不稳定, 当网格间距严重

不均匀时需要对液滴表面的网格进行重构# 本文的网格重构是用三次样条插值来完成的# 

2  数值计算结果

在本文的计算中,固壁的半长度截断为 50, 液滴表面和固壁都划分成 40个不等距单元,

时间步长取为 0. 002# 

当 L = 2时,对不同的 K、#和B,图 2和图 3显示了液滴形状和位置随时间的演化# 可以

看到, 对所有的情形,随着时间的推进,液滴在径向拉伸, 在轴向压缩,致使初始时是球形的液

滴变得越来越扁(当环境流动参数 B增加时,拉伸和压缩变得越来越强烈)# 当 B= 0. 25时,随

着时间的推移,液滴上升,且在后阶段它的后缘变凹# 当 B= 0. 5时,液滴上升了一点,然后开

始下降# 当 B= 1时液滴持续下降# 这些现象后面的机理是非常明显的,因为浮力的作用方

向向上而环境流动在轴向向下、径向向外# 当表面张力和浮力联合参数 # 增加时,液滴的变

形减小# 当 B= 0. 25, # = 0时, 在演化的后阶段, 在对称轴附近液滴的后缘有一个向下的突

起, 而当 # = 0. 1时则不出现这种突起, 后缘始终保持光滑# 产生这个现象的原因可能是固

壁对液滴有一个吸引作用,而表面张力的作用阻止了液滴的这种变形# 当粘度比 K增加时,

液滴变形和其质心迁移都减小# 这可能是因为液滴粘性会阻止其变形和迁移# 

( a) # = 0

( b) # = 0. 1

从左到右 B = 0. 25, 0. 5, 1# - - - : t = 0; - #- : t = 0. 5; ) ) ) : t = 1

图 3  L = 2、K= 1 时液滴位置和形状随时间的变化

当 L = 2, K= 0. 1, # = 0时,对不同的 B,图 4给出了因液滴运动所引起的固壁上法向应
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力f
* 和切向应力g

* 随时间的变化# 可以看到在所有的情况下,法向应力和切向应力分别为

正和负,且随着时间的推进,其值不断减小# 当半径坐标 r 大于 5时应力可以忽略# 同 B=

0. 25和 B= 1相比, B= 0. 5时应力随时间的变小速率要低些# 所做的另外一些计算表明表面

张力和浮力联合参数 # 对应力分布没有显著的影响# 另外,开始阶段 K= 0. 1时的应力要比

K= 1时大, 但 K= 0. 1时应力随时间减小的速率要比 K= 1时大很多# 

当 L = 5时, 对不同的 K、# 和B,图5和图 6显示了液滴形状和位置随时间的演化# 当 L

= 5时,液滴在 B= 0. 08, 0. 15和 0. 3的行为与当 L = 2时,液滴在 B= 0. 25, 0. 5和 1时的行

为相似,但在后阶段液滴更弯,而压扁程度减小, 且参数 #有更强的影响# 需要注意的是在对

称轴附近液滴的后缘没有向下的突起# 其原因可能是当L = 2时固壁对液滴后缘的吸引作用

导致那里产生了一个突起, 但现在液滴和固壁之间的距离变大( L = 5) , 致使固壁的作用减

弱,其吸引作用不足以使它产生突起# 

f * 是法向应力, g* 是切向应力# 从左到右 B= 0. 25, 0. 5, 1# 

- - - : t = 0; - #- : t = 0. 25; ) ) ) : t = 0. 5

图 4  L = 2、K= 0. 1、# = 0 时液滴运动引起的固壁上法向和切向应力分布

( a) # = 0
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( b) # = 0. 1

从左到右 B= 0. 08, 0. 15, 0. 3# - - - : t = 0; - #- : t = 0. 25; ) ) ) : t = 0. 5

图 5 L = 5、K= 0. 1时液滴位置和形状随时间的变化

( a) # = 0

( b) # = 0. 1

从左到右 B = 0. 08, 0. 15, 0. 3# -- - : t = 0; -#- : t = 0. 5; ) ) ) : t = 1

图 6  L = 5、K= 1 时液滴位置和形状随时间的变化
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  L = 5时的应力计算表明当径向坐标 r > 10时应力可以忽略, 但同 L = 2时相比,应力小

了很多# 

3  结   论

本文发展了一种边界积分方法,用以模拟刚性固壁附近轴对称环境 Stokes流中的粘性液

滴的运动和变形,并直接计算固壁上的应力# 用本方法对不同的液滴到固壁的初始间距、粘度

比、表面张力和浮力联合参数和环境流动参数进行了数值实验# 数值实验发现,由于环境流

动和浮力的作用,随着时间的推进,液滴在轴向压缩,径向拉伸# 当 B较小时,环境流动的作用

要比浮力作用小,致使液滴上升并向上弯曲, 且因液滴运动所引起的固壁上的应力随着液滴离

固壁距离的增大而减小# 这时液滴轴向的压缩和径向的拉伸不是非常强烈# 当 B较大时,环

境流动的作用要比浮力作用强,致使液滴下降,且轴向压缩和径向拉伸的效果非常强烈, 使得

液滴变得越来越扁# 在这种情况下,当L = 5和L = 2时, 固壁上的应力随着液滴靠近固壁而

分别增大和减小# 后面这一异乎寻常的情形可能是因为固壁对流体的较强作用造成的# 因液

滴的运动而引起的固壁上应力的有效作用仅限于对称轴附近的一个小范围, 此范围之外的应

力可以忽略# 这个范围随着液滴和固壁初始距离的增大而增大# 当初始距离增大时, 液滴对

固壁的作用减弱,固壁上的应力大大减小# 表面张力的作用阻止了液滴的变形,使液滴的外形

更加光滑# 液滴的粘性会减小液滴的变形和移动# 
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Motion and Deformation of a Viscous Drop

in Stokes Flow Near a Rigid Wall

LU Hua_jian,  ZHANG Hui_sheng

( Depa rtm ent of Mechanics and En gineer ing Science , Fudan Univer sity ,

Shangha i 200433, P . R . China )

Abstract: A boundary integral method was developed for simulating the motion and deformation of a

viscous drop in an axisymmetric ambient Stokes flow near a rigid wall and for direct calculating the

stress on the wall. Numerical experiments by the method were performed for different initial stand_off

distances of the drop to the wall, viscosity ratios, combined surface tension and buoyancy parameters

and ambient flow parameters. Numerical results show that due to the action of ambient flow and

buoyancy the drop is compressed and stretched respectively in axial and radial directions when time

goes. When the ambient flow action is weaker than that of the buoyancy the drop raises and bends

upward and the stress on the wall induced by drop motion decreases when time advances. When the

ambient flow action is stronger than that of the buoyancy the drop descends and becomes flatter and

flatter as time goes. In this case when the initial stand_off distance is large the stress on the wall in-

creases as the drop evolutes but when the stand_off distance is small the stress on the wall decreases

as a result of combined effects of ambient flow, buoyancy and the stronger wall action to the flow.

The action of the stress on the wall induced by drop motion is restricted in an area near the symmetric

axis, which increases when the initial stand_off distance increases. When the initial stand_off distance

increases the stress induced by drop motion decreases substantially. The surface tension effects resist

the deformation and smooth the profile of the drop surfaces. The drop viscosity will reduce the defor-

mation and migration of the drop.

Key words: viscous drop; axisymmetric Stokes flow; rigid wall; motion and deformation; stress;

boundary integral method
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