
文章编号: 1000_0887(2005) 12_1500_07

Banach空间中线性算子广义逆的
连续性及其应用

�

黄强联
1, 2

, �马吉溥
1

( 1.南京大学 数学系 ,南京 210093;

2.扬州大学 数学科学学院, 江苏 扬州 225002)

(张石生推荐)

摘要: � 研究了 Banach 空间中广义逆的扰动问题�� 给出了广义逆稳定的一些新特征,进而证明了这

些稳定性特征与广义逆的选取无关,并由此得到了广义逆作为集值映射是下半连续的充要条件��

关� 键� 词: � 广义逆; �Moore_Penrose逆; � 下半连续; � Banach 空间

中图分类号: � O177. 2 � � � 文献标识码: � A

1 �引言与预备知识

设 X 1、X 2 为 Banach空间, B( X1, X 2) 表示从X 1 到X 2的所有有界线性算子组成的 Banach

空间�� 对线性算子 T � B ( X 1, X 2) , 分别用N ( T ) 和 R ( U) 表示 T 的零空间和值域��

设 S � B( X2, X 1)�� 如果 TST = T,那么称 S 为T 的内逆; 如果 STS = S, 那么称 S 为T

的外逆;如果 S 既是T 的内逆,又是 T 的外逆,那么称 S 是T 的广义逆�� 一般地, T 的广义逆

未必存在,即使存在也未必唯一��

设 T
+
是 T � B ( X 1, X 2) 的有界广义逆,则

( a) TT
+ 和 T

+
T 都是有界幂等算子,并且 R( TT

+
) = R( T ) , R( T

+
T ) = R ( T

+
) , N ( T

+
T )

= N ( T ) 及 N( TT
+

) = N ( T
+

) ;

( b) X 1和 X 2有下列拓扑直和分解:

� � X 1 = N ( T ) � R ( T
+

) , X 2 = N ( T
+

) � R( T )��

如果 X1、X 2 是 H ilbert 空间, 对具有闭值域的线性算子 T � B( X 1, X 2) , T 有唯一的

Moore_Penrose 逆 T
� � B ( X 2, X1) 使得

� � TT
�
T = T , T

�
TT
�

= T
�
, ( TT

�
)

*
= TT

�
, ( T

�
T)

*
= T

�
T,

其中 T
* 表示 T 的伴随算子�� 若 T

�为T 的Moore_Penrose逆, 则

� � T
�
T = PR(T �) , TT

�
= PR(T ) ,
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这里 PM 表示从全空间到其子空间M 的直交投影算子��

广义逆的扰动理论在近代分析、计算、优化、控制论等学科中有着广泛而重要的应用[ 1]��

Hilbert空间和 Banach空间中广义逆的扰动问题已经被广泛研究(参见文献[ 1~ 10] )��

在本文中, 我们首先在 Banach空间中给出了广义逆稳定的一些新特征, 并证明了这些稳

定性特征与广义逆的选取无关,由此得到了集值映射 G: T � T
+ 下半连续的充要条件��

2 � Banach空间中广义逆的扰动分析

引理 2. 1[ 2] �设 T 0 � B( X 1, X 2) 具有有界外逆T
+
0�� 若T � B ( X 1, X 2) 满足 �T

+
0 � �T

- T 0 � < 1, 则

� � B = T
+
0 [ IX

2
+ ( T - T 0) T

+
0 ]

- 1
= [ IX

1
+ T

+
0 ( T - T 0) ]

- 1
T

+
0

是 T 的一个外逆,且 N ( B) = N ( T
+
0 ) , R ( B ) = R ( T

+
0 )��

引理 2. 2�设 T
+ 、T�均是T � B ( X 1, X 2) 的广义逆�� 则 T

#
= T

�
TT

+ 也是 T 的广义逆,

且N ( T
#

) = N ( T
+

) , R ( T
#

) = R ( T
�
)��

证明 �容易验证 T
#

= T
�
TT

+
为 T 的广义逆��因而由广义逆的性质,得到

� � N ( T
#

) = N( TT
#

) = N( TT
�
TT

+
) = N ( TT

+
) = N( T

+
)

及

� � R( T
#

) = R( T
#

T ) = R ( T
�
TT

+
T ) = R ( T

�
T ) = R ( T

�
)��

定理 2. 1�设 T 0 � B ( X 1, X2) 具有有界广义逆T
+
0�� 若T � B ( X 1, X 2) 满足 �T

+
0 � �T

- T 0 � < 1, 则下列命题等价:

( a) R( T) � N( T
+
0 ) = 0 ;

( b) B = T
+
0 [ IX

2
+ ( T - T 0) T

+
0 ]

- 1
= [ IX

1
+ T

+
0 ( T - T 0) ]

- 1
T

+
0 是 T 的广义逆;

( c) [ IX
2
+ ( T - T 0) T

+
0 ]

- 1
R ( T ) = R ( T 0) ;

( d) [ IX
1
+ T

+
0 ( T - T 0) ]

- 1
N ( T 0) = N ( T )��

证明� ( a) � ( b) �首先引理 2. 1 说明了 B = [ IX
1
+ T

+
0 ( T - T 0) ]

- 1
T

+
0 是 T 的外逆, 且

N ( B) = N ( T
+
0 )�� 如果 R( T ) � N( T

+
0 ) = 0 , 那么

� � R( T ) � N( B ) = R ( T) � N ( T
+
0 ) = 0 ��

由文献[ 1]中的命题 1. 6, B 是T 的广义逆��

( b) � ( c) �假设 B = T
+
0 [ IX

2
+ ( T - T 0) T

+
0 ]

- 1
= [ IX

1
+ T

+
0 ( T - T 0) ]

- 1
T

+
0 是 T 的广义

逆,易见 R ( T
+
0 ) = R( B )�� 同样由广义逆的性质,

� � R( T ) = R ( TB ) = TR( B ) = TR( T
+
0 ) = TR( T

+
0 T 0) = TT

+
0 R( T 0) =

� � � � ( TT
+
0 + IX

2
- T 0T

+
0 ) R( T 0) = [ IX

2
+ ( T - T 0) T

+
0 ] R ( T 0)��

从而命题( c)成立��

(c) � ( d) �显然地, [ IX
1
+ T

+
0 ( T - T 0) ] N ( T ) � N ( T 0)�� 下面我们证明反向包含�� 设

x � N( T 0) , 由命题( c) ,则

� � Tx � R ( T ) = [ IX
2
+ ( T - T 0) T

+
0 ] R ( T 0) = TR ( T

+
0 )��

因而存在 y � R( T
+
0 ) 使得 Tx = Ty ,即 x - y � N( T)�� 因此
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� � [ IX
1
+ T

+
0 ( T - T 0) ] ( x - y ) = ( IX

1
- T

+
0 T 0) ( x - y ) = ( IX

1
- T

+
0 T 0) x = x��

这就证明了N ( T 0) � [ IX
1
+ T

+
0 ( T - T 0) ] N ( T )��

( d) � ( a) �设 y � R( T) � N ( T
+
0 ) , 于是存在 x � X1, 使得 y = Tx , T

+
0 Tx = T

+
0 y = 0��

因而

� � T 0[ IX
1
+ T

+
0 ( T - T 0) ] x = T 0x + T 0T

+
0 ( T - T 0) x = T 0T

+
0 Tx = 0,

即 [ IX
1
+ T

+
0 ( T - T 0) ] x � N( T 0)�� 由命题( d) , x � N ( T ) ,所以 y = Tx = 0�� 因此 R( T) �

N ( T
+
0 ) = 0 �� 证毕��

注 2. 1� 文献[ 3, 4]也证明了命题( a)和命题( b)等价�� 这里定理 2. 1给出了一个新的简单的证明,并且给

出了广义逆稳定的两个新特征, 这两个特征分别表示了 R( T ) 和 R( T0 ) , N (T ) 和 N(T 0) 之间的关系�� 它们

应用起来也比较方便�� 特别地, 在 R (T 0) 或 N (T 0) 有限维的情形, 我们可以得到下面的结果��

推论 2. 1[有限秩定理] �设 T 0 � B( X 1, X 2) 具有界广义逆 T
+
0 且 rankT 0 < �� 若T �

B ( X 1, X2) 满足 � T
+
0 � � T - T 0 � < 1,则 B = [ IX

1
+ T

+
0 ( T - T 0) ]

- 1
T

+
0 是 T 的广义逆当且

仅当 rankT = rankT 0 < �� 

证明�充分性的证明类似于文献[ 4]中例 1. 2的证明��这里我们仅证明必要性��如果

R ( T) � N ( T
+
0 ) = 0 , 那么由定理2. 1, [ IX

2
+ ( T - T 0) T

+
0 ]

- 1
R ( T ) = R( T 0)�� 易见 rankT

= rankT 0 < �� 

推论 2. 2�设 T 0 � B( X 1, X 2) 具有界广义逆 T
+
0 且 dimN ( T 0) < �� 若 T � B ( X 1, X 2)

满足 � T
+
0 � � T - T 0� < 1, 则 B = [ IX

1
+ T

+
0 ( T - T 0) ]

- 1
T

+
0 是 T 的广义逆当且仅当

dimN( T) = dimN ( T 0) < �� 

证明 �由定理 2. 1,易见必要性成立��反之,若 dimN( T) = dimN ( T 0) < � ,令 C = IX
1
+

T
+
0 ( T - T 0) , 直接计算可得 T

+
0 T 0 = T

+
0 TC

- 1�� 那么 N( T 0) = CN( T
+
0 T) , dimN( T

+
0 T) =

dimN( T 0) < �� 所以 dimN ( T
+
0 T ) = dimN ( T) < � ,从而 N ( T ) = N ( T

+
0 T)�� 为了完成证

明,再由定理 2. 1,我们仅需证明 R ( T) � N ( T
+
0 ) = 0 �� 如果 y � R ( T ) � N ( T

+
0 ) ,那么存

在 x � X 使得y = Tx 及T
+
0 Tx = T

+
0 y = 0,这就蕴含了 x � N ( T

+
0 T) = N( T)�� 所以 y = Tx

= 0�� 证毕��

注 2. 2� 由定理 2. 1和推论 2. 2, 我们可以看到文献[ 5]中的定理 1 和定理 2, 文献[ 3]中的命题 3. 1 和推

论 3. 1 的两个条件是等价的,同时它们都等价于 B = [ IX
1
+ T +

0 ( T - T 0) ] - 1T+
0 是 T 的广义逆��

下面的定理说明了定理 2. 1中的稳定性特征与广义逆的选取无关,这在广义逆的应用中

是非常重要的��

定理 2. 2�设 T
+
0 , T

�
0 � B( X 2, X 1) ,均是T 0 � B ( X 1, X 2) 的有界广义逆�� 则存在 �> 0,

对任意满足 �T - T 0 � < �的T � B( X1, X 2) , 下列命题等价:

( a) R( T) � N( T
+
0 ) = 0 ;

( b) R ( T ) � N ( T
�
0) = 0 ��

证明 �令 T
#
0 = T

�
0T 0T

+
0 , 由引理2. 2, T

#
0 也是T 0的一个广义逆且满足N ( T

#
0 ) = N ( T

+
0 ) ,

R ( T
#
0 ) = R ( T

�
0)�� 取

� � �= ( 1 + �T
+
0 � + �T

�
0 � + �T

�
0 � � T

+
0 � + � T

�
0 � � T 0 � � T

+
0 � )

- 1��
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如果对满足 �T - T 0 � < �的T , R ( T ) � N( T
+
0 ) = 0 成立, 那么 R( T) � N ( T

#
0 ) = 0 ��

由定理2. 1, [ IX
2
+ ( T - T 0) T

#
0 ] R ( T 0) = R ( T )�� 从而

� � R( T ) = [ IX
2
+ ( T - T 0) T

#
0 ] R ( T 0) = TT

#
0 R( T 0) = TR( T

#
0 T 0) =

� � � �TR( T
#
0 ) = TR ( T

�
0) = TR ( T

�
0T 0) = TT

�
0 R( T 0) =

� � � � [ IX
2
+ ( T - T 0) T

�
0] R ( T 0)��

因此 R( T ) � N ( T
�
0) = 0 �� 反之,若对满足 � T - T 0 � < �的T , R ( T ) � N ( T

�
0) = 0 成

立,则

� � R( T ) = [ IX
2
+ ( T - T 0) T

�
0] R ( T 0)��

和前面一样, 可以得到 R( T ) = [ IX
2
+ ( T - T 0) T

#
0 ] R( T 0)�� 再由定理 2. 1, R ( T) �

N ( T
#
0 ) = 0 �� 因此 R( T ) � N( T

+
0 ) = 0 �� 证毕��

3 �集值映射 G: T � T+ 的下半连续性

我们知道广义逆即使存在,也未必唯一��自然地, 我们应考察广义逆作为集值映射的连续

性��另一方面, 下半连续性对构造连续选择以及在微分包含都有极其重要的作用[ 11]��这就促

使我们来考虑集值映射 G: T � T
+ 的下半连续性�� 据我们所知,把广义逆作为集值映射来研

究,这方面的结果还不多见�� 在这一节中,我们将给出集值映射 G : T � T
+
下半连续性的充

要条件��

定义 3. 1[ 11] �设 X、Y 为 Banach空间, G : X � 2Y 为集值映射, x � X�� 如果对任意 y �

G ( x ) 和 y 的任意邻域V( y ) ,都存在 x 的邻域 U( x ) ,使得对任意的 u � U( x ) ,

� � G( u) � V( y ) � ���
那么称 G 在点x 下半连续��

引理 3. 1[ 11] �设 X、Y 为 Banach空间, G : X � 2Y 为集值映射��下列命题等价:

( a) G 在点 x � X 下半连续;

( b) 对 X 中任意收敛到x 的点列 xn ,

� � G( x ) � lim G( x n) = y � Y:存在 y n � G ( x n) 使得 yn � y ��

定理 3. 1�设 T 0 � B( X1, X 2) 有广义逆��下列命题等价:

( a) 集值映射 G : T � T
+ 在 T 0 处下半连续;

( b) 对 T 0的任意广义逆 T
+
0 ,存在 T 0的邻域 U( T 0) , 使得对任意 T � U( T 0) ,

� � R( T ) � N( T
+
0 ) = 0 ;

( c) 存在 T 0的广义逆 T
+
0 ,以及 T 0的邻域 U( T 0) , 使得对任意 T � U( T 0) ,

� � R( T ) � N( T
+
0 ) = 0 ��

证明 � ( a) � ( b) �设 G: T � T
+ 在 T 0处是下半连续的, 则对任意T

+
0 � G( T 0) 和T

+
0 的

任意邻域 V( T
+
0 ) , 不失一般性, 设

� � V( T
+
0 ) � B ( T

+
0 , r) = S � B( X 2, X 1) : � S - T

+
0 � < r ,

这里 r = ( 1+ �T 0� + �T
+
0 � )

- 1�� 按下半连续的定义,存在T 0的邻域 U( T 0) � B ( T 0, r ) ,

使得对任意 T � U( T 0) , G( T ) � V( T
+
0 ) � ��� 我们任意取 T

+ � G( T) � V( T
+
0 ) , 并令

� � PT = IX
1
- T

+
T , P0 = IX

1
- T

+
0 T 0,
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则 � PT - P0 � = �T
+

T - T
+
0 T 0� � � T

+
T - T

+
0 T � + � T

+
0 T - T

+
0 T 0 � � � T

+
-

T
+
0 � � T � + �T

+
0 � �T - T 0 � � r ( � T � + �T

+
0 � ) � r( �T 0 � + r + � T

+
0 � ) < 1且

�T
+
0 � �T - T 0 � < 1�� 由文献 [ 12] , P0( R( PT ) ) = R ( P 0) , 即 ( IX

1
- T

+
0 T 0) N ( T ) =

N ( T 0)�� 根据定理 2. 1以及[ IX
1
+ T

+
0 ( T - T 0) ] N( T) = ( IX

1
- T

+
0 T 0) N( T) 得到 R( T ) �

N ( T
+
0 ) = 0 ��

( b) � ( c) �显然��

( c) � ( a) �假设命题( c)成立��根据引理 3. 1,我们只需要证明对 B( X1, X 2) 中任意收敛

到 T 0的序列 Tn ,有 G( T 0) � limG( T n )�� 设 T
�
0 � G( T 0) ,由定理 2. 2和命题( c) ,对充分大

的 n, � T
�
0 � � T n - T 0 � < 1和 R ( T n) � N( T

�
0) = 0 �� 再根据定理2. 1, n充分大时, Bn =

[ IX
1
+ T

�
0( T n - T 0) ]

- 1
T
�
0是T n的有界广义逆,即Bn � G ( T n)�� 显然地, Bn � T

�
0�� 由lim G( T n )

的定义, T
�
0 � limG( Tn )��

注 3. 1� 根据定理 3. 1,我们可以看到如果存在 T 0 的邻域 U(T 0) 使得 T � U(T 0) 时, R (T ) � N(T +
0 ) =

0 , 那么对任意的 T �0 � G( T 0) , G(T ) 有(连续的) 选择 T �, 使得当 T � T 0时, T� � T �0��

推论 3. 1�设 T 0, T n � B( X1, X 2) , T
�
0、T

�
n分别是T 0、T n的广义逆, 且T n � T 0, T

�
n � T

�
0��

则对 T 0 的任意广义逆 T
+
0 , Tn 有广义逆T

+
n � B ( X 2, X 1) 使得 T

+
n � T

+
0��

证明�令 Pn = IX
1
- T

�
nT n和P0 = IX

1
- T

�
0T 0�� 因为T n � T 0, T

�
n � T

�
0,所以 n充分大时,

�T
�
0 � �T n - T 0 � < 1和 � Pn- P 0 � < 1同时成立�� 根据文献[ 12] , P0( R( Pn) ) = R ( P 0) ,

即( IX
1
- T

�
0T 0) N ( T n) = N ( T 0)�� 由定理 2. 1,当 n充分大时, R( T n ) � N( T

�
0) = 0 �� 因此

由定理 2. 2,对 T 0的任意广义逆T
+
0 , 当 n 充分大时, R ( T n) � N ( T

+
0 ) = 0 �� 再根据注3. 1,

G ( T n) 具有选择 T
+
n 使得T

+
n � T

+
0�� 证毕��

下面的推论给出了Hilbert空间中Moore_Penrose 逆连续的一个充要条件��

推论 3. 2�设H 1、H 2为Hilbert空间, T 0, T n � B ( H1, H 2) 且 Tn � T 0, T 0有Moore_Penrose

逆 T
�
0�� 则下列命题等价:

( a) n 充分大时, T n 有Moore_Penrose逆 T
�
n 使得T

�
n � T

�
0;

( b) n充分大时, R ( T n) � N ( T
�
0) = 0 ��

证明 � ( a) � ( b) �类似于推论3. 1的证明��

( b) � ( a) �根据注 3. 1, 当 n充分大时, T n有广义逆T
+
n 且T

+
n � T

�
0�� 从而 R ( T n) 是闭

的�� 于是 T n存在Moore_Penrose逆T
�
n�� 由Moore_Penrose逆和广义逆的性质, T nT

�
n和I - T

­
nTn

分别是到 R ( T n) 和N( Tn ) 上的直交投影算子# 而T nT
+
n 和I - T

+
nTn分别是到R( T n )和N ( T n )

上的投影算子# 根据文献[ 12] ,

  + TnT
­
n - T 0T

­
0 + [ + T nT

+
n - T 0T

­
0 +

及

  + ( I - T
­
nTn ) - ( I - T

­
0T 0) + [ + ( I - T

+
nT n) - ( I - T

­
0T 0) + # 

从而当 n y + ] 时, T nT
­
n y T 0T

­
0, T

­
nT n y T

­
0T 0# 因为

  T
­
n - T

­
0 = T

­
nT 0T

­
0 + T

­
n( IH

2
- T 0T

­
0) - ( IH

1
- T

­
nT n) T

­
0 - T

­
nT nT

­
0 =

    T
­
n ( T 0 - T n) T

­
0 + T

­
n ( IH

2
- T 0T

­
0) - ( IH

1
- T

­
nTn ) T

­
0 =
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T
­
n ( T 0 - T n) T

­
0 + T

­
n ( T nT

­
n - T 0T

­
0) + ( T

­
nTn - T

­
0T 0) T

­
0,

所以 T
­
n 关于 n是一致有界的,从而 T

­
n y T

­
0# 证毕# 

推论 3. 3 设T 0 I B ( X 1, X 2) 有广义逆T
­
0# 如果存在T 0的邻域 U( T 0) 使得T I U( T 0)

时, R( T) H N ( T
­
0) = 0 # 那么非负泛函

  g( T ) = inf
S I G( T)

+ S +

是上半连续的, 其中 G( T) 表示 T 的所有有界广义逆组成的集合# 

证明 根据注3. 1,对任意 T
+
0 I G( T 0) , 以及 T I U( T 0) , T 有广义逆T

+ 使得当 T y T 0

时, T
+

y T
+
0 # 因此

  + T
+
0 + = lim

T y T
0

+ T
+

+ = lim sup
T y T

0

+ T
+

+ \ lim sup
T y T

0

g( T)# 

即 + T
+
0 + \ lim supT y T

0
g ( T)# 因为T

+
0 I G ( T 0) 是任意的,所以 g( T 0) \ lim supT y T

0
g( T )# 

证毕# 

关于定理的进一步的应用,我们将在以后的文章中给出# 
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