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基于当地笛卡尔架构的无网格方法
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摘要: � 提出了一种新的无网格方法, 该方法是自动地在每一样点建立一个局部笛卡尔架构并选

取相应的邻近点,然后运用全导数公式构造该样点的所有导数,它不需要任何网格单元, 所以是彻

底的无网格方法�� 数值算例表明,该方法具有很高的精度��
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引 � �言

在传统的数值解法(差分法、有限元法、有限体积法等)中,都要求首先划分网格,这本身就

是一项相当复杂、费力费时的工作,特别是有许多问题,比如固体裂纹扩展和流体中激波、涡面

等,在所考虑的区域内具有几何形状连续变化的特点, 运用传统的方法来分析这些问题是非常

困难和耗时的, 因为,为了避免网格的过度变形导致计算失败,这些方法都必须不断地重新构

造计算区域的网格, 从而大大降低计算效率并造成计算资源的浪费��所以,为了有效地解决这

些问题,最近几年来已有不少学者将重点放在了发展所谓的无网格方法上��在无网格方法中,

问题的求解是一个点一个点的进行,不需要生成网格单元��在文献[ 1]至文献[ 7]中,我们可以

看到最近发展的几种典型的无网格方法��

无网格方法包括以下几个步骤: 1) 在分析的区域中任意地布点; 2) 为每一个样点配点,从

而形成覆盖整个计算区域的一系列子域; 3) 在每个子域中构造未知量的近似函数; 4) 推导样

点的离散型的控制方程; 5) 求解控制方程��其中,步骤 2)和 3)是非常重要的, 它们通常决定

着操作过程的复杂程度和数值解的精确性��在文献中提供的大部分方法是预设一个半径,以

样点为圆心划出一个子域,然后通过该子域内的所有点上的函数值构造近似函数��我们知道,

如果点的分布是杂乱无章的, 划分子域时很难预设半径大小,并且在不同子域内点的数目不一

样,不容易以通用的形式构造近似函数��因此,本文力图在该研究领域内探索和发展其他无网

格方法以避免以上缺陷��

本文提出一种新的无网格方法,其主要特点是自动地在每一样点建立一个笛卡尔架构并

选取相应的邻近点, 然后运用全导数公式构造该样点的所有导数��该方法不需要任何网格单
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元,所以是彻底的无网格方法, 并且整个过程非常容易通用化,弥补了前有方法的不足��数值

算例表明,本文方法具有很高的精度��

1 �离 散方 法

我们选用下面的 Poisson方程来说明本文方法的离散思想:

� � �
2�
�x 2 +

�2�
�y 2 = Q( x , y )�� ( 1)

在无网格方法中,需要运用某一点的一系列邻近点的函数值来近似该点的函数值及其导

数��那么一个重要任务就是为某个样点选择适当的邻点��下面将说明本文方法的选点过程��

图 1� 样点 O 上的笛卡尔架构及点O 的邻点

首先, 在所研究的区域中任意布点��然后选取

点 O作为要在其上构造导数的样点�� 引入一个笛卡

尔架构 Oxy , 其原点与点 O重合,如图1所示�� 如果

某一点在笛卡尔架构 Oxy 的第 4象限中,并且该点离

点 O和x 轴最近, 那么我们将这一点定义为点1,可以

看出点1不会是点 O本身�� 如果某一点在笛卡尔架

构 Oxy 的第1象限中,并且该点离点 O和 x 轴最近,

那么我们将这一点定义为点 2�� 如果某一点在笛卡

尔架构 Oxy 的第 1象限中,并且该点离点 O和y 轴最

近,那么我们将这一点定义为点 3��依据同样的原则

可以定义出图 1中的点 4~ 点 8��对于所研究的区域

中的所有样点均实行同样的操作, 那么为每一个样

点配置 8个邻点的工作就完成了��

下面以二阶导数项 �2�/�x2
为例来说明本文方法的离散过程��

引入辅助点1�和点 6�,它们分别为线段12、56与 x 轴的交点�� 那么二阶导数项�2�/ �x 2
可

以写为如下的离散形式:

� � �
2
�
�x 2 =

ax�1� + bx�0+ cx�6�
h1+ h2

, ( 2a)

其中 � � ax =
2
h1

, bx = -
2
h1

-
2
h2

, cx =
2
h2

, h1 = 1�0, h2 = 6�0, � h1+ h2 = 6�1���

既然点 1�和点 6�为辅助点,而不是真正的节点,那么就应当消去方程( 2a)中的 �1�和 �6���

为此,应用如下的全导数公式:

� � d�
dx 02

=
��
�x + tg�2

��
�y ,

� � d�
dx 01

=
��
�x + tg�1

��
�y ,

(注: �i为Oi( i = 1, 2, � , 8) 与 x 轴的夹角)

可以得到

� � ���y =
1

tg �1 - tg�2
d�
dx 01

-
d�
dx 02

, ( 2b1)

� � ���x =
1

tg �1 - tg�2
tg�1

d�
dx 02

- tg�2
d�
dx 01

, ( 2b2)
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离散方程( 2b2)得

� � �1� - �0 =
h1

tg �2 - tg�1
tg�2
�1- �0
x 1- x 0

- tg�1
�2- �0
x 2- x 0

, ( 2c)

类似地,可以得到

� � �6� - �0 =
h2

tg �6 - tg�5
tg�6
�5- �0
x 5- x 0

- tg�5
�6- �0
x 6- x 0

, ( 2d)

将方程( 2c)和( 2d)代入方程( 2a)中消去 �1�和�6�, 从而得到 �2�/�x 2 的最终离散表达式:

� � �
2
�
�x 2 =

1
h1+ h2

( ax + bx + cx ) �0 +
axh1

tg�2- tg�1
tg�2
�1- �0
x 1- x 0

- tg�1
�2- �0
x 2- x 0

-

� � � �
cxh2

tg �6 - tg�5
tg�6
�5- �0
x 5- x 0

- tg�5
�6- �0
x 6- x 0

, ( 3)

遵循同样的过程,可以得到�2�/ �y 2的离散表达式:

� � �
2
�
�y 2 =

1
h3+ h4

( ay + by + cy ) �0 +
ayh3

tg�4- tg�3
tg�4
�3- �0
y 3- y 0

- tg�3
�4- �0
y 4- y 0

-

� � � �
ch4

tg �8 - tg�7
tg�8
�7- �0
y 7- y 0

- tg�7
�8- �0
y 8- y 0

, ( 4)

其中 � � ay =
2
h3

, by = -
2
h3

-
2
h4

, cy =
2
h4

, h3 = 3�0, h4 = 8�0, � h3+ h4 = 8�3���

将( 3)和 ( 4)代入方程( 1) ,得到Poisson方程的离散形式:

� � �
8

i= 1

ai�i + a0�0 = Q( x , y ) , ( 5)

其中

� � a0 =
1

h1 + h2
( ax + bx + cx) +

axh1

tg�2- tg�1
tg�2

- 1
x 1- x 0

- tg�1
- 1

x 2- x 0
-

� � � �
cxh2

tg �6 - tg�5
tg�6

- 1
x 5- x 0

- tg�5
- 1

x 6- x 0
+

� � � � 1
h3+ h4

( ay + by + cy) +
ayh3

tg�4- tg�3
tg�4

- 1
y 3- y 0

- tg�3
- 1

y2 - y0
-

� � � �
cyh4

tg �8 - tg�7
tg�8

- 1
y 5- y 0

- tg�7
- 1

y 6- y 0
,

� � a1 =
1

h1 + h2

axh1

tg�2- tg�1
tg�2

1
x 1- x 0

, a2 =
1

h1+ h2

- axh1

tg �2 - tg�1
tg�1

1
x 2- x 0

,

� � a3 =
1

h3 + h4

ayh3

tg�4- tg�3
tg�3

1
y 3- y 0

, a4 =
1

h3+ h4

- ayh3

tg �4 - tg�3
tg�3

1
y 4- y 0

,

� � a5 =
1

h1 + h2

- cxh2

tg�6- tg�5
tg�6

1
x 5- x 0

, a6 =
1

h1+ h2

cxh2

tg �6 - tg�5
tg�5

1
x 6- x 0

,

� � a7 =
1

h3 + h4

- cyh4

tg�8- tg�7
tg�8

1
y 7- y 0

, a8 =
1

h3+ h4

cyh4

tg �8 - tg�7
tg�7

1
y 8- y 0

,

2 �数 值算 例

以二维Poisson方程为例验证本文方法的有效性及精度��

问题:平直槽道内得圆柱绕流

控制方程为:
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� � �
2
�

�x 2 +
�2 �
�y2 = 0, ( 6)

其中, �为流函数��

边界条件为:

� �左边界: � ���x = 0;

� �右边界: � ���x = 0;

� �上边界: � �= H / 2,

� �下边界及圆柱面上: � � = 0��

该问题有精确解:

� � �= y -
H sh2 �a

H
sin

2�y
H

2� ch2 �x
H

- cos2 �y
H

, ( 7)

以上各式中, H 为槽道宽度, a为圆柱半径�� 本算例中取 H = 8. 0, a = 1. 0��

在计算区域内任意分布节点, 如图 2所示��然后运用本文的无网格方法对以上问题进行

数值模拟��得到的等 �线如图2所示��图3给出了计算得到的圆柱面上的压力系数分布与精

确解的对比,二者吻合良好��本算例说明了本文方法的有效性和精度都很高��

图 2� 点分布与等 � 线� � � � � � � � 图 3� 圆柱表面的压力分布� �

3 �结 � �论

本文提出的无网格方法具有两个有特色的技术, 一是采用当地笛卡尔架构自动配置每一

样点的邻点,二是运用全导数公式通过邻点的函数值构造样点的各项导数��这两项技术理论

上很简单,并且很容易通用化,所以可以解决前有无网格方法中存在的相关缺陷��数值算例也

显示出本文方法的精确性和有效性��
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Mesh Free Method Based on Local Cartesian Frame

LIU Gao_lian, �LI Xiao_wei
( Shangha i In stitut e of Applied Mathem atics and Mechanics ,

Shanghai Univ er sity , Shan gha i 200072, P . R . China )

Abstract: A new mesh freemethod proposed by the authors was presented in which the derivatives at

each node were constructed using whole derivative formulas through the nodes selected around the

node using local Cartesian frame in an autonomous manner, so that without any element it could be

considered as a completely mesh free method. The method had been tested with a numerical exam-

ple, and reliable solution was obtained with high accuracy and efficiency.

Key words: mesh free; whole derivative; Cartesian frame
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