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摘要 : � 给出了微分本构粘弹性轴向运动弦线横向振动数值仿真的一种差分法�� 文中建立了具有

微分本构的粘弹性运动弦线的横向振动模型;通过对系统的控制方程和本构方程在不同的分数节

点离散,得到一种新的差分方法�� 利用这一方法, 弦线振动方程的数值计算过程可以交替地显式

进行,且有较小的截断误差和好的数值稳定性�� 与通用的方法比较, 新的方法计算简单、方便�� 文

中利用方程的不变量检验了数值结果的可靠性,并利用这一方法给出了一类弦线模型的参数振动

分析��
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引 � �言

工程中的许多运动系统如汽车的蛇型传动带、线切割机床的放电镍丝、磁带和运动纺织

纤维等, 忽略抗弯刚度, 都可以模型化为轴向运动弦线��轴向运动弦线的横向振动是工程中

一个常见的问题, 这方面的研究已有 100多年的历史[ 1]��早期的研究集中在线性模型和弹性

模型��近年来, 研究的注意力转向更复杂的非线性系统如多条弦线的复杂系统和粘弹性弦线

的振动问题等[ 2]��由于问题的数学模型归结为非线性微分方程或微分/积分方程,一般没有解

析的结果��近似解析方法如摄动方法等目前广泛用于弦线系统的研究,但这种研究有公式繁

杂和近似精度低的缺点, 难以用于工程计算��数值方法有较好的实用性和较高的精度,许多有

效的方法已使用在弦线振动的分析中��如 Galerkin方法、半离散的有限差分法和有限元法

等[ 2~ 5]��许多技巧如 Laplace变换和行波函数等的应用改进了算法的效率和精度[ 6~ 8]��

粘弹性弦线的本构关系有多种形式,如微分本构的 Standard 模型和 Kelvin 模型,积分本构
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的幂型模型和分数导数模型等��因此数值方法也有差异��且由于粘弹性弦线的运动方程的非

线性,利用通用数值方法计算过程复杂, 计算量大且数值稳定性差��本文讨论微分本构 Stan-

dard模型的数值计算问题��对于这种模型的本构关系的非线性隐式结构, 直接利用 Galerkin

方法或有限差分法等通用方法,计算复杂且往往得到发散结果��本文通过对系统的运动控制

方程和本构方程在不同分数节点作差分离散,得到可以交替显式计算的差分方法,较好地解决

了非线性项的计算问题, 大大减少了计算量��算法的运动方程采用 Crank_Nicoson的离散技巧,

有较高的离散精度��对小的初始条件, 计算过程稳定, 可以较长时间地模拟振动过程��文中给

出了数值方法的应用,并利用守恒量对计算结果的可靠性进行了检验��

1 �数 学模 型

考虑密度 �,横截面积 A ,受到分布载荷 F ( T , X ) 的张紧的均匀弦线以常速度 c沿轴向运

动(图 1)�� 设 T 是时间, U( X , T) 是弦线的横向位移,弦线的张力 P 为常数, 利用Hamilton原

理和变分原理, 可导出下述弦线横向运动的动力学方程[ 1]

图 1� 弦线系统的物理模型
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其中 �是弦线的轴向应力��对于粘弹性材料, 其应力_应变关

系常常采用下述微分本构模型描述[ 4]
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算子 E
*
的一个重要的例子是微分本构的 Standard模型��其本构关系可描述为[ 1]
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把方程( 1)式和( 5)式作无量纲化变换并把弦线的横向速度作为新的未知函数引入, 则得到一

阶偏微分方程组
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本文只考虑齐次边界条件

� � u( t , 0) = u( t , 1) = 0, ( 10)

对非齐次边界条件, 可通过线性变换化为齐次边界条件处理��

2 �数 值方 法

2. 1 �控制方程的数值离散
采用等距网格

� � ti = i�t , � � i = 1, 2, � ; xj = j �x , � � j = 1, 2, � , n, ( 11)

在点 ( ti+ 1/ 2, xj ) 处对方程组( 6)式、( 7)式作差分离散��由于
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将( 12)式、( 13)式和( 14)式带入式( 6)式、( 7)式,略去 O( �t
2
+ �x

2
) 得到方程的差分方法
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在差分方程( 16)式中,由于不同的物质的本构关系不同,求解 s ( t , x ) 的差分方程也不同��

可以通过对相应的本构方程离散得到, 然后与方程组( 15)式、( 16)式联立求解��

2. 2 �本构方程的数值离散

考虑 Standard模型的无量纲形式( 8)式,将其在 ( ti , xj+ 1/ 2) 处离散��由于
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把( 19)式~ ( 22)式代入方程( 8)式并略去高阶小量 O( �t
2
+ �x

2
) 得到差分格式
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差分格式( 23)式和( 15)式、( 16)式的计算可以交替地进行,因此每个迭代步只需解两个稀疏的

线性方程组��

记 I 为单位矩阵, 并记
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上述交替计算过程可以用矩阵形式表示为:
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由于 s
0
j 由初值确定, s

1/ 2
j 的计算可以通过建立 s

0
j 、 s

1/ 2
j 和 s

3/ 2
j 的插值方程与(28) 式 i

= 1的方程联立求解得到��如

� � s
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j = - 2 s

0
j + s

1/ 2
j , ( 29)

即一个方便的选择��

3 �数值例子和分析

作为数值例子, 本节给出了微分本构粘弹性弦线的横向自由振动的动力学分析,利用本文

中的数值方法分析了运动参数和材料参数的变化对振动的影响��在下面的例子中, f ( t , x ) =

0, 初始条件和边值条件为 v (0, x ) = 0, u(0, x ) = 0. 01sin( �x ) 和 s(0, x ) = 0�� 差分步长取为

�x = 0. 05, �t = 0. 005�� 图 2反映了轴向速度的变化对横向振动的影响�� 其中 E = 1, E� =

� � � 实线: � = 0. 1,虚线: � = 0. 5,

点划线: � = 0. 9

� � � 图 2� �的变化对弦线振动的影响

� � � � ( E = 1, E� = 1, ��= 0. 02)

1, �� = 0. 02,实线、虚线和点划线分别对应 �= 0. 1,

�= 0. 5和 � = 0. 9的情况��数值结果显示,随着轴

向速度的增加, 振动频率放慢,当接近临界速度 �=

1时振动周期变得很大, 但由于粘弹性项的影响, 在

临界速度附近计算仍然稳定�� 图 3反映弹性参数 E

对振动的影响�� 参数选择为 �= 0. 3, E� = 1, �� =

0. 02,实线、虚线和点划线分别对应 E = 0. 1, E = 2

和E = 10�� 数值结果显示, 随着 E的增大, 振幅的周

期性变化也逐渐变大, 出现近似周期性的拍 �� 上述

结果与弹性弦线的结果近似�� 图 4和图 5描述粘弹

性材料模型参数的变化对弦线横向振动的影响�� 其

中图 4描述参数 E�的变化对弦线横向振动的影响,

图中的参数选择为 E = 1, �= 0. 3, �� = 0. 02,实线、

� � � 实线: E = 0. 1,虚线: E = 2, � � � � � � � � � � � 实线: E�= 0. 1, 虚线: E� = 5,

点划线: E = 10 点划线: E�= 20

� � � 图 3� E 的变化对弦线振动的影响� � � � � � � 图 4� E�的变化对弦线振动的影响

( � = 0. 3, E�= 1, ��= 0. 02) ( E = 1, � = 0. 3, ��= 0. 02)

虚线和点划线分别对应 E� = 0. 1, E� = 5和 E� = 20�� 从图中可以看出,当参数 E�增大时,由

于非线性项的影响, 振动曲线形状逐渐变得不规则,振动频率随着 E�的增大而减小,但振幅不

随 E�单调变化�� 图5描述参数 ��的变化对弦线横向振动的影响�� 随着 ��的变大,弦线横向
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实线: �� = 0, 虚线: ��= 0. 05, 点划线: �� = 0. 3

图 5� ��的变化对弦线振动的影响� � � � � � 图 6� 长时间的数值模拟效果

� � � � ( E = 50, � = 0. 6, E�= 1) � � � � � � ( � = 0. 3, E = 0. 1, E�= 1, ��= 0. 02)

振动的振动曲线变得非常不规则, 甚至出现发散现象, 表现出类似流体的运动特性��图 6给出

了弦线横向振动的长时间数值模拟的例子,例子表明, 本文给出的数值算法的计算是稳定的��

4 �结 � �论

本文给出了计算粘弹性轴向运动的横向振幅的一种数值方法, 通过对控制方程在不同分

数节点的数值离散, 使得这一非线性偏微分方程组可以利用显示差分方法交替地计算求解,计

算效率明显提高��算法的截断为 O( �t
2
+ �x

2
) 且有较好的计算稳定性��文中的数值例子也

验证了算法的可靠性��
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Abstract: Finite difference method is presented to simulate transverse vibrations of an axially moving

string. The equation of motion is derived first. By discretizing the governing equation and the equation

of stress_strain relation at different frictional knots, two linear sparse finite difference equation sys-

tems are obtained. The two resulting difference schemes can be calculated alternatively, which make

the computation much more efficient. The numerical method makes the nonlinear model easier to deal

with and of truncation errors. It also shows stability for small initial values, so it can be used in ana-

lyzing the nonlinear vibration of viscoelastic moving string effectively. Numerical examples are pre-

sented to demonstrate the efficiency and the stability of the algorithm, and dynamic analysis of a vis-

coelastic string is given by using the numerical results.

Key words: axially moving strings; transverse vibration; viscoelastic; finite difference; alternating it-

erative; dynamical analysis
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