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摘要 :  研究强迫自持振动系统因时滞反馈产生的主共振解及其分岔# 通过对强迫非自治系统的

时滞反馈控制,得到所要研究的数学模型# 讨论对应的线性化系统使平凡平衡态失稳出现周期解

的稳定性临界条件# 特别关注主共振及分岔# 结果表明, 稳定的主共振解随着时滞的变化周期性

地出现在系统中# 同时,也给出了不稳定的主共振关于时滞变化的区域, 在理论方面给出了系统

出现概周期运动的时滞区域# 数据模拟证实了理论结果# 

关  键  词:  非线性动力学;  时滞微分方程;  分岔

中图分类号:  O322; O193   文献标识码:  A

引   言

具有闭环反馈控制和外激励的平面非线性系统可以表示成

  Ûu = Cu + F( u) + P( t ) + U( u) , ( 1)

其中 u = x , y
T I R

2
, C I R

2@ 2
, F( u) 是关于 u的非线性函数, P( t ) 是周期激励, U( u) 是

控制变量# 若取 C =
0 1

- X
2
0 A1

, F( u) = 0, - A3y
3 T

, P( t ) = 0, kcos( 8t ) T
, U( u) =

0, A ( yS - y ) + B( yS - y )
3 T

,则系统(1)就是时滞速度反馈控制系统,其中 A1A3 > 0, k > 0,

yS = y ( t - S) , S是时滞量# 如果 A, B < 0,称为负反馈,而 A, B > 0是正反馈# 当 S = 0

时,系统( 1)就是强迫自持( self_sustained)振动系统[ 1, 2]# 

尽管系统( 1)是通过增加时滞速度反馈控制得到的, 但是许多学者已经涉及过类似于方程

(1)的系统 ( k = 0) , 这样的时滞微分方程可以描述许多学科领域的动力学现象, 如物理系

统[ 3] ,生物系统[ 4] ,机械系统[ 5]以及其他的自然现象[ 6, 7, 8, 9]# 时滞有时是无法避免的, 主要原

因在于有限的信号传输速度、系统反应的滞后和系统内部子系统之间连接的处理时间# 因此,

有必要研究时滞对现实系统动力学行为的影响机理# 最近, Reddy 等
[ 10]
考察了时滞线性或非
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线性反馈对Stuart_Landau系统的影响,这个系统是系统( 1)当 k = 0时的平均系统# Readdy的

研究结果表明, 在反馈控制作用下, 系统出现丰富的动力学现象, 包括各种类型的分岔和混

沌# Compbell也有过类似的研究[ 11, 12, 13] ,只是她的研究局限于讨论极限极限环(周期解)# 本

文作者讨论了退化的 Li�nard时滞微分方程平凡解的临界稳定性条件和Hopf分岔[ 14]# 然而,

很少有学者研究具有外激励的时滞系统,即系统( 1)中的 k X 0# 

受Cuomo[ 15] , Pyragas[ 16]和 Gregory[ 17]研究工作的启发, 基于由方程( 1)所描述的系统, 本文

的目的是发展一种解析的方法,研究时滞量 S导致系统出现共振、周期解分岔、甚至概周期运

动的机理# 期望时滞量可以作为控制开关,即可消除系统出现的有害动力学行为,又可使系统

产生可利用的动力学行为# 

1  线性化系统稳定性分析

在本节中, 我们首先分析( 1)的线性化系统(无激励)平凡平衡态的稳定性条件, 主要是给

出是平凡平衡态失去稳定性的临界边界# 这将有助于后续的研究, 也是我们进一步研究的基

础# 

系统( 1)的线性化系统可以表示成

  &x + X2
0x - A1Ûx - A ( ÛxS - Ûx ) = 0# ( 2)

方程( 2)的特征方程是

  K2
+ ( A - A1) K+ X2

0- AKexp(- KS) = 0, ( 3)

其中, X0 是系统(1) 当 S = 0时的线性固有频率且 X0 > 0# 显然, K= 0不是特征方程(3) 的

根# 为了找到临界稳定边界, 设 K= A+ iB是特征方程(3) 的根, 其中 A和 B是实数, i =

- 1# 由于特征复根总是以共轭对出现的,不失一般性,设 B> 0# 将 K代入方程( 3)并且比

较方程两边的实部和虚部得到

  
AA+ A

2
- AA1- B

2
+ X

2
0- A exp - AS Acos( BS) + Bsin( BS) = 0,

AB+ 2AB- A1B- Aexp - AS Bcos( BS) - Asin( BS) = 0# 
( 4)

在方程( 4)中令 A= 0, 则临界的稳定边界满足

  X2
0- B2

= ABsin( BS) , AB- A1B= ABcos( BS)# ( 5)

消去方程( 5)中的 S得到

  B
X0

4

- 2+
A
X0

A1

X0
-

A1

X0

2
B
X0

2

+ 1 = 0# ( 6)

设 B+ 和 B- 是方程( 6)的正根,则从方程( 6)可以得到

  
B?

X0

2

= 1 +
1
2

A
X0

-
A1

X0

A1

X0
? 1

2

A1

X0
2
A
X0

-
A1

X0
4 +

A1

X0
2
A
X0

-
A1

X0
# ( 7)

从方程( 7)中看以看出,只有当 A1(2A- A1) \0,才能保证 B+ 和 B- 是正的实数# 这个条件实

际上就是 A1 和 A 所满足的稳定性条件, 其临界值记为 A1c和 A c# 

注意到 X2
0- B2

+ < 0和 X2
0- B2

- > 0,可以得到时滞 S对应于B+ 和 B- 的稳定临界条件

  S+ j , A , A1, X0 =

1
B+

2jP+ arccos 1 -
A1

A
  (当 A < 0) ,

1
B+

(2j + 2)P- arccos 1-
A1

A
  (当 A > 0) ,

( j = 0, 1, 2, ,) , ( 8)
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和    S- j , A , A1, X0 =

1
B-

(2j + 2)P- arccos 1-
A1

A
  (当 A < 0) ,

1
B-

2jP+ arccos 1 -
A1

A
  (当 A > 0) ,

( j = 0, 1, 2, ,)# ( 9)

下面的定理就是本节的主要结果# 

定理  当 A1, A 和S满足下列条件之一,系统( 2)的平凡平衡态是渐近稳定的# 

( � ) A1 < min 0, 2A , S > 0;

( � ) A < A1/ 2 < 0, 0 < S < S+ 0, A , A1, X0 ,

  S- j , A , A1, X0 < S < S+ j + 1, A , A1, X0 ;

( � ) A > A1/ 2 > 0, S- j , A , A1, X0 < S < S+ j + 1, A , A1, X0 ,

其中 j = 0, 1, 2, ,, S+ j , A , A1, X0 ; S- j , A , A1, X0 分别由方程( 8)和( 9)确定

应用Hopf分岔定理并注意到特征方程( 3)是依赖于 A 和S连续变化的, 就可以证明上述

定理# 由于篇幅有限,这里忽略证明过程# 

( a) A1 = - 1                 ( b) A1 = + 1

图 1 方程( 2)平凡平衡态在平面 S- A 上的临界稳定边界

图1直观地显示了定理的结论,其中 X0 = 10# 图1( a) 和 1( b) 是分别表示 A1 = - 1和 A1

= 1# 平凡平衡态的稳定区域记为( Ñ) , 不稳定区域为( Ò)# 实线和虚线分别代表临界时滞

量 S+ 和 S- # 

从定理和图 1中可以看到:

1) Hopf分岔出现在临界稳定边界# 

2) 正如表明在图 1( b)中的点 P1, P 2和 P3,随着 A 和S的变化, 系统会出现会由两对纯虚

根引起的余维 2Hopf分岔(或双Hopf分岔)# 
  对于双Hopf分岔,我们将另文讨论# 

2  主共振解及其分岔

从上节的分析中已经看到当参数穿过由方程( 5)确定的临界稳定边界, 时滞量可以导致静

平衡态失稳,使系统产生Hopf分岔而出现周期振动,振动频率记为 Bc# 于是,当系统( 1) 的外

激励频率 8 ,接近 Bc 时,系统( 1)就会出现主共振# 本节将给出主共振解的近似解析表达式,

并且讨论其分岔# 
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2. 1  中心流形约化

由于描述系统( 1)的方程是时滞微分方程,其初值空间和解空间都是无限维的,因此, 必须

将方程( 1)约化到中心流形上才能进行研究# 我们希望的中心流形是在 u = 0处与由对应于

特征值 ? iBc 的特征向量张成的子空间相切# 为此,设 A1 = A1c + L1E, A = A c + L2E并且重

新标度 x y Ex , k y E
3/ 2

k (因为这里研究的是主共振解) ,则方程( 1)可以被重新写为

  

Ûu1 = u2,

Ûu2 = - X2
1u1 + ( A1c - A c) u2+ A cu2S+ E ( L1- L2) u2+ L2u2S +

    E kcos 8t - A3u
3
2+ B ( u2S - u2)

3
,

( 10)

其中 u1 = x , u2S = u2( t - S)# 

系统( 10)的初值空间 C = C ( - S, 0 , R
2
) , 则对于任意的 < I C , 定义范数 +<+ =

sup
- S[ H[ 0

| <( H) | 和 ut ( H) = u( t + H) , - S [ H [ 0# 应用文献[ 14]的方法和符号计算软件

Mathematica,经过许多代数推导后得到中心流形上的动力学方程

  Ûv =
0 Bc

- Bc 0
v + EDEv + ENE( v) , ( 11)

其中 v S ( v1, v2)
T
是在 ut在中心流形上的投影的两维局部坐标# 正如期望的那样, 方程(11)

中的 O(1) 线性部分是 Jordan标准型, DE是线性项O( E) 的系数,而 NE( v) 代表非线性项,分别

可以表示成

  

DE =
2Bc

( l
2
+ m

2
)

lL2sin( BcS) l ( L1- L2) + lL2cos( BcS)

mL2sin( BcS) m ( L1- L2) + mL2cos( BcS)
,

NE( v) =
2

l
2
+ m

2( kcos( 8 ) - 2 2A3B
3
cv

3
2+

    2 2B
3
c sin( BcS) v1 + ( cos( BcS) - 1) v 2

3
)

l

m
,

( 12)

其中 l = SBcAc sin( BcS) , m = 2Bc + A c sin( BcS) + SBccos( BcS) # 

2. 2  主共振的近似解析解
设  8 = Bc + ER, ( 13)

其中 R是调谐参数并且R = O(1)# 对方程( 11)应用平均法, 可以解析地得到系统( 1)的主共

振解:

  x ( t ) = u1( t ) = u1t (0) = 2v1 + O( E) = 2r cos( 8t - C) + O( E)# ( 14)

表达式( 14)中 r 和 C可以由 rc = Cc= 0确定,而

  

rc =
1

2( l 2
+ m

2
)

2mBcr ( L1 - L2) - 3mB
3
cr

3
( A3+ 3B) +

  2k l cos( C) + msin( C) + 2mrBc (6Br
2
B

2
c + L2) cos( BcS) +

  2lBcr (3BB2
cr

2
+ L2) sin( BcS) - 3Br 3B3cr

3 mcos(2BcS) + lsin(2BcS) ,

Cc = R+
1

2( l 2
+ m

2
) r

- 2lBcr ( L1- L2) + 3lB3cr
3
( A3 + 3B) +

  2k m cos( C) - lsin( C) + 2lrBc (6Br 2B2
c + L2) cos( BcS) +

  2mBcr (3BB2cr
2
+ L2) sin( BcS) + 3BB3

cr
3

lcos(2BcS) - msin(2BcS) ,

( 15)

其中 r = r ( t ) , C= C( t ) = REt - H( t ) , (#)c= d(#) / d( Et )# 
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主共振解( 14)中的 8 和 C是常数, 这就意味着系统(11) 或(1) 的主共振响应与外激励同

步# 这与 k = 0时系统(1) 所表现的动力学行为有本质的区别, 因为当 k = 0时,系统(1) 有

多稳态的响应出现(参看文献[ 10, 5] ) ,而这种情形不会出现在 k X 0时的系统( 1)中# 

( a) S = 0. 02                 ( b) S = 0. 3

( c) S = 0. 6                  ( d) S = 1. 0

图 2 对不同的时滞量 S方程( 1)的数值模拟解与解析解( 14)的比较

(其中实线代表解析解,带三角标的虚线是数值解)

为了验证解析解( 14)的有效性和精确性,对于不同的时滞量,我们将近似解析解和数值解

进行比较# 比较的结果表示在图 2上,其中数值结果是通过模拟原系统( 1)得到的, 除了将时

滞量 S作为可变参数外,其他的参数分别取 A1 = 1. 0, A3= 1/ 3, A = 1. 0, X0= 10. 0, k = 0. 5,

B = 0. 1和 R = 0. 0# 图 2( a) , ( b) , ( c)和( d)分别对应的时滞量 S为 0. 02, 0. 3, 0. 6和 1. 0,从

图2中可以看到,系统( 1)主共振可以表现为不同振幅(大或小)的周期解, 同时图 2也清晰地

显示了近似解析解与数值解吻合的很好, 特别是对于小振幅振动, 近似解析解与数值几乎一

致# 这意味着用本文的方法对主共振响应的理论分析可以达到很好的精度# 因此, 我们可以

进一步分析主共振解的分岔及其稳定性# 

2. 3  主共振周期解的分岔
由于本文关注系统( 1)的动力学行为的研究,特别是时滞量对外激励导致的主共振周期解

的影响,故线性化系统的临界边界应位于有时滞和无时滞之间, 于是,时滞的临界值可以被取

为 Sc = 0# 由方程(5) 可以得到其他参数的临界值分别为 A1c = A c = 0以及 l = 0, m = 2Bc# 

在方程( 15)中,令 rc= Cc= 0并且消去 C可以得到包含参数R, L1, L2, S和B 的分岔方程

或频率响应方程

  gs t = 0, ( 16)
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其中

  gs t = - 2k2
+ 180B2

r
6B6

c + 54Br 6A3B
6
c + 9r 6A2

3B
6
c - 36Br4B4

cL1-

    12r4A3B
4
cL1+ 4r 2B2cL

2
1+ 72Br4B4

cL2+ 12r4A3B
4
cL2-

    8r
2
B

2
cL1L2+ 8r

2
B

2
cL

2
2+ 36Blr

4
B

3
cR+ 12lr

4
A3B

3
cR-

    8lr2BcL1R+ 8lr 2BcL2R+ 4l 2
r

2R2
+ 4m2

r
2R2

-

    2r2Bc 135B2
r

4B5
c + 2L2(3r2A3B

3
c - 2BcL1+ 2BcL2 + 2lR) +

    12Br
2
B

2
c (3r

2
A3B

3
c - 2BcL1+ 4BcL2+ 2lR) cos( BcS) +

    6Br
4
B

3
c (18Br

2
B

3
c + 3r

2
A3B

3
c - 2BcL1+ 4BcL2+ 2lR) cos(2BcS) -

    18B2
r

6B6
ccos(3BcS) + 24Bmr4B3

cRsin( BcS) +

    8mr 2BcL2Rsin( BcS) - 12Bmr 2B3
cRsin(2BcS)# ( 17)

当 S = 0, 方程( 16)变成

  - 2k 2
+ 4r2

( L2
1+ 4R2

) X2
0- 12r 4A3L1X

4
0+ 9r 6A2

3 X
6
0 = 0, ( 18)

与Nayfeh和 Mook
[ 18]
得到的结果完全一致# 

由方程( 14) ~ ( 17)可以看出,代数方程( 16)的非零根是方程( 15)的非零不动点,也是系统

(1)主共振周期解的振幅# 因此, 研究系统( 1)的主共振周期解的分岔等价于研究方程( 15)的

非零不动点分岔# 当方程( 16)和

  5g st / 5r = 0# ( 19)

至少有一个实根,则方程( 15)存在着非双曲不动点,其中 gs t和5g st / 5r是R和r的函数又包含许

多参数# 应用方程(16) 就可以从方程(19) 中消除 R# 

图3表明了中5 gs t /5 r和r 的关系,其中 k = 1/ 2, A1= 1, A3 = 1/ 3, X0= 10. 0, A = 1, B =

0. 1,并且 R由方程(16) 确定# 图4显示了频率响应曲线,其中的时滞量取值与图3相对应:实

线、虚线和点化线在图4( a) 中分别对应 S = 0(实线) , 0. 079(虚线) 和 0. 157(点划线) ;而在图

4(b) 中对应 S = 0. 471(实线) , 0. 549(虚线) 和 0. 628(点划线)# 

从图 3( a)和图 3( b)中可以看到对于小时滞量,即 S= 0和 S= 0. 079, 有两个非双曲非零

不动点# 因此, 当系统有三个稳态周期解时, 其中的两个是不稳定的# 可以证明(参看下节) ,

其中的那个具有最大振幅的周期解是稳定的,这一点很容易被理解# 这是因为系统存在大的

振幅的激励,系统的动力学行为只能与这个大振幅的周期激励同步# 于是,可以说明小的时滞

量对系统的动力学行为没有影响# 换句话说,对于小时滞量的反馈, 外激励决定着系统的动力

学行为# 当 S进一步增加到 0. 157和 0. 471时,正如图3( c)和( d)所示,曲线 5g st / 5r 与r_轴的

交点消失, 故没有非双曲不动点, 图 4所对应的频率响应曲线表明只有一个稳定的非零不动

点,从而揭示了这时的时滞量对系统的动力学行为有本质的影响# 另外, 还可以断定在 0. 079

和 0. 157之间存在着一个 S值使得曲线5g st /5r 与 r_轴相切,预示着非零不动点或周期解的树

枝型分岔出现(因为系统具有对称性) ,即不动点的数目开始由三个变成一个# 对于更大的时

滞,图 3( e)和( f)表明两个非双曲不动点重新出现# 然而, 值得注意的是这时对应的频率响应

曲线拓扑曲线结构完全不同于小时滞量的情形(参看图 4)# 

这些现象说明: 理论结果可以被用来预测非平凡分岔点的数目, 也决定了频_幅曲线的拓

扑结构,说明时滞量作为参数不仅对非零不动点或者周期解的个数有重大影响,而且对频率响

应曲线的拓扑结构有重要的作用, 同时也说明时滞对分岔的存在性有着重要作用# 
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( a) S = 0               ( b) S = 0. 079

( c) S = 0. 157               ( d) S = 0. 471

( e) S = 0. 549               ( f) S = 0. 628

图 3 随时滞变化的非双曲不动点分布

2. 4  主共振解的稳定性分析

为了确定主共振周期解的稳定性, 假设在非零不动点邻域内的扰动状态可以表达为:

  r = r0+ ( $r) 0exp( E+t ) , C= C0+ ( $C) 0exp( E+t ) , ( 20)

其中 r0 和 C0是方程( 15) 的非零不动点# 将方程(20) 代入方程(15) 并只保留关于( $r ) 0和

($C) 0的线性项,可以得到
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( a)                      ( b)

图 4 对应于图 3的频率响应曲线
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2 2Bcr 0

sin( C0) + + ($C) 0 = 0# 

( 21)

( a) S = 0                 ( b) S = 0. 5

图 5 主共振周期解的稳定性区域分布

在方程( 15)中令 rc0 = Cc0 = 0可以消除方程(21) 中 cosC0和 sinC0 ,则方程( 21)有非零解的充

要条件是它的系数行列式为零,即

  +2
+ p ++ q = 0, ( 22)

其中

  p = L1 - L2+ L2cos( BcS) - 3Bcr
2 3B+ A3 - 4Bcos( BcS) + B cos(2BcS) ,

  q = 0. 25( L
2
1 - 2L1 L2+ 2L

2
2) + R

2
+ 0. 5( L1- L2) L2cos( BcS) +

    1. 5B2cr
2
- 3BL1- A3L1+ 6BL2+ A3 L2+ 4BL1cos( BcS) -

    8BL2cos( BcS) - A3 L2cos( BcS) - BL1cos(2BcS) + 2BL2cos(2BcS) +
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    1. 6875B4
cr

4 20B
2
+ 6BA3 + A

2
3- 30B

2
cos( BcS) -

    8BA3cos( BcS) + 12B 2cos(2BcS) + 2BA3cos(2BcS) - 2B 2cos(3BcS) +

    R L2sin( BcS) + 3BB2
cr

2 2sin( BcS) - sin(2BcS) # 

通过分析方程( 22)可以得到非零不动点的稳定性, 分析结果如图 5( a)和图 5( b)所示:临

界稳定边界将平面分成稳定区域和不稳定区域,其它参数的取值与图 3和图4一致# 比较图 5

( a)和图 5( b)可以看出时滞量对主共振周期解的临界稳定边界有着重要的影响, 它可以改变

主共振周期解的稳定性# 作为一个例子,图 6详细的给出了时滞对非零不动点稳定性的作用,

其中 R = 0, 其它参数与图 5相同# 

  图 6 方程( 15)的非零不动点及其稳定性随 S的变化

( a) 相轨迹                 ( b) Poincar�截面

图 7  系统( 1)在 S = 0. 029 处的概周期运动

从( 17)可以看出 g st 是S周期函数, 并且周期为2P/ Bc# 这一点被图6所证实# 随着时滞

量的变化,点 a2处的动力学行为与点 a10处相同# 类似的情况也可以出现在 a1 和 a9, a3和

a11 等等# 稳定和不稳定的主共振解都是以时滞量 S周期地出现# 
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3  时滞导致概周期运动

正如图6所示,理论研究表明:当 S I ( a2, a3) 时,没有稳定的周期解,但存在不稳定的周

期解# 不稳定的周期解与稳定的周期解在点 a3处相连,这意味着在点 a3处出现分岔# 对于

原系统(1) 这样的分岔是一个主共振周期解分岔# 当由右至右通过 a3点时,主共振解失去稳

定性# 于是产生一个问题:主共振解失去稳定性后,系统的运动处于何种状态? 存在两种可能

性:其一, 系统的振动振幅趋于无穷,使系统遭受破坏; 其二,系统出现更复杂的动力学行为# 

为简单起见,我们在本节采用 6阶的 Runge_Kutta 数值积分来模拟系统此时的动力学行为# 

( a) S = 0. 029 5               ( b) S = 0. 031 0

( c) S = 0. 032 0               ( d) S = 0. 050 0

图 8 系统( 1)的 Poincar�截面表明概周期运动

在数值模拟过程中, 取时滞量 S是分岔参数或控制参数, 其取值范围设定在使主共振解

失去稳定性的那些值上, 系统其它参数取值同图 6一致# 系统初始条件取为 x ( t ) = Ûx ( t ) =
0(- S [ t [ 0)# 取定 Poincar�截面是五维空间( t , x ( t ) , Ûx ( t ) , x ( t - S) , Ûx ( t - S) ) 满足 x ( t

- S) = 0, Ûx ( t - S) > 0的投影平面( x ( t ) , Ûx ( t ) )# 数值模拟的所有结果显示在图7和图8中# 

正如理论分析所预测的那样,当时滞量增加到 0. 029时(略大于图 6所示的 a2 点) ,图 7

( b)所表示的Poincar�截面是一条封闭曲线# 结合图 7( a)和图 6可以看出系统的主共振周期

解失去稳定性, 使系统由周期运动变成概周期运动# 图 8( a ) ~ 图 8( d) 表明: 当 S I
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a2, a3 时,系统一直处于概周期运动状态,而当 S穿过a3,出现一个小振幅的周期解,系统运

动状态又回到主人振周期振动状态# 这说明系统在 a2和 a3处都存在着主共振周期解分岔# 

这种从周期运动到概周期运动或相反的现象也可以出现在大时滞量的取值范围, 如 S I

( a6, a7) 和 S I ( a10, a11)# 因此,时滞有/开关0的作用,可以控制分岔,也可以产生分岔# 同

时这种作用还具有一定的周期性, 这就为实际应用中时滞量的取值提供了更多的可操作性# 

4  讨论和结论

本文主要研究目标是考虑时滞量对系统动力学行为的作用和影响# 由于许多学者都已研

究过时滞反馈增益对系统动力学行为的影响(参看文[ 10]及其参考文献)# 因此,本这方面没

有给予特别的关注# 值得注意的是本文的结果都是建立在反馈系统 A 和B 的正数的基础上,

亦即我们仅仅考虑了正反馈时滞控制系统# 事实上,对于我们所研究的系统,负反馈对频率曲

线的拓扑结构没有影响, 不存在非零不动点分岔和周期性分岔# 正反馈是时滞导致系统出现

复杂动力学行为的必要条件# 

本文可以得出如下结论:

1) 用本文给出的理论方法可以得到时滞反馈非自治系统的主共振近似解析解# 无论取

大的时滞量还是取小的时滞量,数值模拟解与近似解析解都有很好的吻合,这说明本文方法的

有效性和精确性,为进一步研究共振解的稳定性分岔奠定了基础# 

2) 时滞量象一个/开关0, 一方面可以用来控制分岔使系统从复杂的运动变成简单的或是

更加有序的运动;另一方面也可以用来产生分岔使系统具有更加复杂的动力学行为,以便在某

些领域内加以应用# 

3) 较之其它控制方法,时滞控制方法在实际应用中更易于实现# 就混沌控制而言,本文

提供的方法可以作为 OGY[ 19]和Pyragas方法[ 16]的补充# 

4) 时滞量对强迫自持( self_sustained)时滞反馈系统的作用具有一定的周期性, 这就为实际

应用中时滞量的取值提供了更多的可操作性# 
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Effects of Time Delayed Velocity Feedbacks

on Self_Sustained Oscillator With Excitation

XU Jian1,  CHEN Yu_shu2

( 1. Key Labor ator y of Solid Mechan ics of MEC, Depar tment of En gin eer in g Mechanics and Technolo gy ,

Tongji Univer sity , Shan ghai 200092, P . R . China ;

2. Depar tment of Mechanics , T ianjin Un iver sity , Tianjin 300072, P . R . China )

Abstract: Both the primary resonant solutions and their bifurcations due to time delayed velocity

feedbacks used in a self_sustained oscillator with excitation were further investigated. A model was

proposed by adding linear and nonlinear time delayed feedbacks to a representative non_autonomous

system(with external forcing) . The stablity condition of the linearized system at trivial equilibrium was

discussed, which leads to a critical stability boundary where periodic solutions may occur. The main

attention was focused on bifurcations from the primary resonant solutions. It is found that the stable

primary resonant solution may appear periodically in the time delay. Meanwhile, the unstable regions

for such solutions are also obtained, predicting the occurrence of quasi_periodic motions.

Key words: nonlinear dynamics; delayed differential equation; bifurcation
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