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摘要:  探讨了低周疲劳加载条件下的应力增量_应变增量关系,提出了模拟裂纹疲劳扩展的二维

模型以建立新的循环 J 积分参量,详细阐述了该积分参量的定义、主要特点、物理意义以及数值计

算方法, 并通过紧凑拉伸试样的疲劳试验检验该积分参量的有效性# 结果表明: 该积分参量能够

较好描述恒幅低周疲劳裂纹的扩展速率# 此外, 基于积分参量体系, 从能量的角度解释了疲劳迟

滞现象# 
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引   言

弹性应力场以及小范围屈服中的疲劳裂纹扩展速率可用 $K 为参量的 Paris_Erdogan
[ 1]
指

数关系来描述# 虽然迄今为止,尚无法从裂纹疲劳扩展的微观机理上加以解释,但$K可描述

应力疲劳裂纹扩展速率的事实已得到公认,并在工程中获得了广泛运用# 然而对于低周应变

疲劳场中的裂纹扩展,由于涉及大范围反复屈服, 其控制参量的数学力学描述要比应力疲劳裂

纹扩展问题复杂得多# 近几十年来, 国内外许多疲劳问题研究学者力图用循环 J 积分为参量

的指数方程描述低周应变疲劳裂纹扩展规律[ 2~ 12]
, 但由于应变疲劳扩展时无裂纹的结构原场

应力、应变已非弹性响应,而与加载历程有关, Jmin及 Jmax均与加载历程有关,因而循环 J 积分

无法用 Jmax 与 Jmin间的差表示# 此外,单调加载条件下 Rice J 积分[ 13] 的主要概念都不允许

直接用于疲劳加载, 即循环 J 积分参量需要重新定义, 而不可能是 J 积分概念的简单外延,尽

管常用 $J 的符号表示,但决非 Jmax与 Jmin 的差值# 循环 J 积分的定义目前主要有两类,即

Dowling 和 Begley的/实用0 $J 定义[ 2]与Tanaka[ 3, 4]、Wuthrich[ 5]、Chow [ 6]等线积分 $J path 定义# 

/实用0 $J 的定义和实施是在特定的深缺口标准试件(如 CT、CCP 等)上完成的# 众多的

实验结果表明[ 2, 7] ,以实验确定的标准试件的循环载荷_加载点位移 ( P_$) 曲线环为基础的
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/实用0$J 定义确能描述应变疲劳裂纹扩展# 但对每一种几何结构需分别给出/实用0定义,

正确与否就需要逐个进行试验验证,且实际含缺陷结构复杂,没有/实用0$J 定义,而且其缺陷

尺寸很小,即使很简单的构件也不可能测出 P_$循环回路# 因此以 Dowling/实用0$J 为参量

的低周疲劳裂纹扩展速率估算方法难于在工程结构评定中应用# 

Tanaka等人[ 3, 4]用形变功理论证明了当材料在循环加载条件下的应变能可用应变的单值

函数表示时, $J path 与积分路径无关,且在小范围屈服下,满足下列关系:

  $J path =
$K

2

E
* , ( 1)

式中, E
*
= E / (1- C2) ,平面应力; E

*
= E 平面应变# 

对任何含裂纹的平面构件, $J path均能确定, 这是优于/实用0循环 J 积分定义之处# 但其

中也同样有许多不足: Tanaka没有说明循环加载条件下,计算 $J path时,所需材料的本构关系

如何确定? Chow 和Lu[ 6]认为 Tanaka的 $J path是一个物理意义不明确的半经验参量# 为此,

有必要寻找一种理论基础严密且适合工程应用的新参量描述应变疲劳裂纹扩展速率# 

本文首先讨论循环加载条件下材料的本构关系, 建立一种裂纹疲劳扩展的二维双区运动

边界模型, 在此基础上从能量的角度引出本文的 $J *
path定义, 并探讨其基本性质、适用范围和

物理意义,以建立 $J
*
path描述疲劳裂纹扩展的理论基础; 其次,设计编写计算 $J

*
path的二维弹塑

性有限元程序; 第三,通过紧凑拉伸试样的低周疲劳试验结果检验 $J *
path的有效性;最后, 基于

$J *
path参量体系试图解释疲劳迟滞现象# 

1  低周疲劳下材料的应力增量_应变增量的关系

尽管在低周应变疲劳加载过程中, 含裂纹构件各处材料的应力、应变值与加载历程有关,

但在疲劳载荷从最小载荷 ( Pmin) 升至最大载荷( P max) 的过程中,各点应力应变的变化仍然由

某一滞后回线的下顶点上升至该滞后回线的上端点# 各点的滞后回线是循环载荷时材料的特

征,可以用应变控制的标准光滑试样进行应变疲劳试验获得# 据 ASTM E606_80所推荐的方

法, 16MnR钢光滑试件在不同恒幅应变幅下,低周疲劳试验获得的稳定循环应力_应变滞后回

线如图 1所示# 在图示坐标系中,将每个滞后环的端点及坐标原点光滑相连所得曲线常称为

该材料的循环应力_应变曲线# 

为比较图 1中各循环应力_应变滞后回线,可将该图中的各滞后回线的下顶点都移至坐标

原点,于是得到以载荷 Pmin 为初始零态的 $R_$E图, 如图 2所示# 其中各滞后回线与将其顶

点光滑相连所得的虚线 Ñ 相近# 从工程观点而言,可以将这条虚线 Ñ 代表诸滞后回线上升

段的轨迹, 即虽然应变疲劳裂纹扩展结构各点的变形历史不同,塑性变形后的应力、应变状态

与受载的历程有关, 但是,无论过去受载历程如何,仅观察恒幅疲劳从 P min 至 Pmax 的过程(不

包括从 Pmax回到 Pmin的过程) , 结构各部位的 $R_$E关系均可用图2中的虚线 Ñ 表示# 此虚

线可视为16MnR钢构件应变疲劳裂纹扩展时从P min至 Pmax的加载过程中材料的本构方程,而

且不论该点材料过去的塑性变形的历程如何,在 Pmin起加载时该点的 $R及 $E均从 $R = 0,

$E= 0的原点出发的,这将大大简化分析过程# 即是说图2中虚线 Ñ(材料应变疲劳本构方

程) 可以由循环应力 _应变曲线(虚线 Ò) 放大 1倍获得# 

由图 2可见, 虽然虚线 Ñ并不能精确代表不同$E下的每一个应力_应变滞后环的加载部

分,但它是每一个滞后环的较好近似# 因此,在循环加载条件下, 循环应力 _应变曲线放大 1

倍后的关系 $R = F( $E) 可视为材料应变疲劳的 $R_$E的本构关系# 
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图 1 16MnR钢光滑试件在不同恒幅低周   图 2  $R_$E滞回线与放大 1倍的循环应力增量_

疲劳下的应力_应变滞后回线 应变增量曲线的关系(材料: 16MnR 钢)

2  裂纹疲劳扩展的二维双区运动边界模型

在循环加载过程中, 裂纹疲劳扩展可以视为一个运动的裂纹(空穴) , 当裂纹尖端在前移

时,其尖端附近塑性区也随之前移(塑性区形状与尺寸也在变) , 构成了如图 3所示的疲劳裂纹

扩展模型# 设 P min至Pmax的疲劳加载时,结构塑性区中有一裂纹,在 Pmin下的状态以符号 i表

示,在 Pmax下的状态以符号 j 表示# 

( a) Pmin 的 i状态         ( b) Pmax的 j 状态  

A PZ: 塑性区面积; A EZ: 结构弹性区面积; S1: 裂纹边界; S 2: 结构塑性区边

界; $W PZ: 状态 j 相对于状态 i 的塑性区应变能密度变化;

$WEZ: 状态 j 相对状态 i 弹性区的应变能密度变化

图 3  裂纹疲劳扩展的二维双区运动边界模型

3  $J *
path的基本概念及物理意义

3. 1  循环加载时的裂纹扩展的能量释放率
鉴于疲劳损伤主要决定于循环应变(力)幅,故仅考虑任一次疲劳循环升载过程中,以 Pmin

时的应力、应变状态为零点,载荷Pmin增至 Pmax期间(状态 i y状态 j ) 裂纹扩展单位长度系统

势能的变化率# 若以Pmin所对应点的应力、应变为原点进行坐标$R_$E变换,状态 j 相对状态

i 的应变能密度变化(如图 4)如式( 2) :

  $W = Q
( E

mn
)
j

( E
mn

)
i

[ Rkl - ( Rmn) l ] dEkl , ( 2)

状态 j 相对状态 i外力增量所做功的变化为Q#
$Tm$umd s,其中 # 为积分路径, $Tm为从 i y j
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图 4  状态 j 相对状态 i 的

应变能密度变化

状态张力的变化$Tm = ( Tm) j - ( Tm) i , $um为从i y j 状态

位移的变化 $um = ( um) j - ( um) i# 

因此,系统总势能的变化为:

  0
1
j / i = QA

EZ

$WEZdA + QA
PZ

$WPZdA -

    Q#
$Tm$umds# ( 3)

假定每一循环加载时裂纹均有微量扩展,从 i y j ,空穴

边界及塑性区边界分别产生运动, 空穴与塑性区边界某点

的位移分别为 dr1、dr2, 于是运动后系统的势能为:

  02
j / i = QA

EZ
- dA

2

($WEZ+ d$WEZ)dA + QA
PZ
- dA

1
+ dA

2

( $WPZ + d$WPZ)dA -

     Q#
$Tm [ $um + d($um) ] ds =

     QA
EZ

($WEZ + d$WEZ)dA - QdA
2

( $WEZ+ d$WEZ)dA +

     QA
PZ

( $WPZ + d$WPZ)dA - QdA
1

( $WPZ + d$WPZ) dA +

     QdA
2

($WPZ+ d$WPZ)dA - Q#
$Tm$umds - Q#

$Tmd( $um)ds , ( 4)

那么,由式( 3)、( 4)得势能增量:

  d 0j / i = 02
j / i - 0 1

j/ i = QA
EZ

d$WEZdA - QdA
2

$WEZdA -

     QdA
2

d$WEZdA + QA
PZ

d$WPZdA - QdA
1

$WPZdA - QdA
1

d$WPZdA +

     QdA
2

$WPZdA + QdA
2

d$WPZdA - Q#
$Tmd( $um)ds =

     - QdA
2

( $WEZ- $WPZ)dA - QdA
1

$WPZdA +

     QA
EZ

d$WEZdA + QA
PZ

d$WPZdA - Q#
$Tmd($um)ds +

     - QdA
2

d$WEZdA - QdA
1

d$WPZdA + QdA
2

d$WPZdA # ( 5)

略去式( 5)中第 3项高阶小量,由虚功原理可知, 其中第 2项为零# 所以,

  d 0j / i = - QS
2

( $WEZ - $WPZ )dr2#n2d s - QS
1

$WPZdr1#n1ds# ( 6)

势能随时间的变化率为:

  
d 0j / i
dt

= - QS
2

($WEZ - $WPZ) v2#n2ds -QS
1

$WPZv1#n1ds , ( 7)

其中 vi ( i = 1, 2) 为空穴和塑性区移动速度# 假设空穴以单位速度沿轴 xi 平移,取

  ( v1) j = Dij , ( 8)

塑性区以定常速度 <沿 xi 方向移动,即有

  ( v2) j = <Dij# ( 9)

137胡 宏 玖   郭 兴 明   李 培 宁   谢 禹 钧   李   洁



此时系统所释放的势能应该等于:

  -
d 0j/ i
da

= QS
2

( $WEZ- $WPZ) <( n2) ids + QS
1

$WPZ <( n1) id s, ( 10)

上式亦可写成:

  
d 0j / i
da

= QS
2

$WEZ ( n2) i - $Tm
5$um

5xi
- $WPZ( n2) i - $Tm

5$um

5xi
<ds +

      QS
1

$WPZ( n1) id s# ( 11)

3. 2  $J *
path的定义及主要特性

由守恒定律,式( 11)可化为:

  -
d 0j/ i
da

= ($J EZ
i - $J PZ

i ) <+ $J PZ
i , ( 12)

式中

  

$J PZ
i = QS

2

$WPZ ( n2) i - $Tm
5$um

5xi
ds = QS

1

$WPZ( n1) ids ,

$J EZ
i = QS

2

$WEZ( n2) i - $Tm
5$um
5x i

ds# 
( 13)

当 i = 1时,空穴沿 x 方向移动, 等价于 Ñ 型裂纹扩展,于是给出本文的 $J *
path定义:

  -
d 0j/ i
da = ($J

EZ
1 - $J

PZ
1 ) <+ $J

PZ
1 = <$J

EZ
1 + (1- <)$J

PZ
1 = $J

*
path# ( 14)

在下列特殊情况下, 式( 14)给出的 $J *
path可作如下简化:

¹ 对弹性应力疲劳裂纹扩展,由于塑性区极小, 可以忽略不计, 无论疲劳载荷是否恒幅,

此时式( 14)简化成

  $J *
path = $J EZ

1 = QS
2

$WEZdy - $Tm
5$um
5x ds ; ( 15)

º 而韧带全面屈服的塑性应变疲劳裂纹扩展时,即弹性区不复存在, 裂纹在整体塑性区

内扩展,即使是变幅疲劳,式( 14)也可退化为:

  $J *
path = $J PZ

1 = QS
2

$WPZdy - $Tm
5$um
5x ds = $J path; ( 16)

» 对结构塑性区中的变幅应变裂纹疲劳扩展, 要确定 <因子是极为困难的# 而对结构高

应变区中裂纹的恒幅应变疲劳裂纹扩展,由图 5可知, 裂纹沿轴 xi平移的速度与塑性区近似相

等,即 < = 1. 0,那么式(14) 也可简化成式(15)# 也就是说用 $J *
path 描述结构高应变区内裂纹

恒幅应变疲劳时,回路积分必须取在弹性区# 

图 5 恒幅疲劳载荷时裂纹与塑性区的形貌扩展模型[14]

138 描述低周疲劳裂纹扩展速率的循环 J积分新参量



3. 3  物理意义
由以上的讨论可知, $J *

path物理意义为疲劳过程中载荷由Pmin升至 Pmax时,每单位厚度试

样中裂纹扩展单位长度时系统总势能的变化率# 

4  $J *
path的数值计算

一般情况下,计算 $J
*
path较为困难, 但在弹性应力疲劳、韧带全面屈服的低周应变疲劳和

结构高应变区裂纹恒幅应变疲劳 3种情况下, $J *
path均可简化为下式:

  $J
*
path = Q#

$Wdy - $Tm
5$um
5x ds # ( 17)

由式( 17)分析可知, $J *
path为积分路径 #上各Gauss点应力、应变和位移的函数,即通过二

维弹塑性有限元方法计算任一次疲劳循环过程中的应力、应变和位移代入 $J
*
path 的数值计算

式(17) ,可求得此刻裂纹扩展长度 a相对应的循环J 积分# 据此,本文编制了 $J *
path的计算程

序DJMAS,该程序主要由弹塑性应力分析和循环 J 积分的计算两部分组成# 其中应力计算的

一些基本子程序沿用 Owen
[ 14]
的Master软件# DJMAS程序基本思路为:分别计算 Pmin与 Pmax

载荷时积分路径上Gauss点的应力、应变及位移,代入 $J
*
path的数值计算式,即求得此刻裂纹扩

展长度 a相对应的循环J 积分# DJMAS采用Fortran 77编写, 并由Microsoft Fortran Compiler 5. 0

编译成可执行文件# 
为验证 DJMAS程序,以下给出了循环载荷下的一个紧凑拉伸( CT)试样算例# CT 试样的

具体尺寸如图 6所示,材料为我国容器常用 16MnR钢,有限元网格与积分路径见图 7# 计算时

所用循环加载条件见表 1# 

图 6 紧凑拉伸试样几何尺寸          图 7 紧凑拉伸试样的有限元网格

及计算$J *
path 的积分路径

表 1 有限元计算时所用的疲劳载荷

循环载荷幅 $P / P 0  0. 1 0. 3 0. 5 0. 7 0. 9 1. 0

疲劳特性 R = P min/ Pmax  0. 1 0. 0 - 0. 1

  表1中 P0为极限载荷,由下式给定
[ 15]

  P0 = 1. 071 2a
c

2

+ 2
2a
c

+ 2 -
2a
c
+ 1 c Rys, ( 18)

式中 Rys 为材料的屈服极限# 

据上述第 1节所述方法,试验获得 16MnR钢在循环载荷下的本构关系如式( 19) :
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  $E= $R
206 000

+ 3. 976 14 @ 10- 3 $R
686

5. 863

# ( 19)

首先, 比较线弹性条件下 ($P / P 0 = 0. 10, 0. 15, 0. 20) , 在应力比 R 分别为0. 1、0. 0和

- 011时, $J *
pathE 与 $K 的关系(见图 8) ,其中 $J *

path由DJMAS有限元程序计算获得,应力强

度因子幅 $K 由式( 20)给定[ 15] :

  $K =
$P
B w

2+
a
w

1-
a
w

3/ 2 0. 886 + 4. 64
a
w

-

     13. 32
a
w

2

+ 14. 72
a
w

3

- 5. 6
a
w

4

# ( 20)

图 8  线弹性条件下 $J *
pathE 与 $K 的关系     图 9 不同路径下的 $J ip/$J av( R = 0. 1)

  然后,比较 CT 试件在分别承受弹性和大范围屈服循环载荷下 $J *
path 的守恒性,每一积分

路径的有限元 $J ip与其平均值 $J av 之比和路径的关系如图 9~ 图 11所示# 

  图 10  不同路径下的 $J ip /$J av( R = 0. 0)     图 11  不同路径下的 $J ip/$J av( R = - 0. 1)

图 8表明, 由DJMAS计算的回路积分 $J *
path转换成的 $K 与式( 20) 的分析解一致# 即在

线弹性范围内 $J *
path = $K 2

/ E# 而图 9 ~ 图 11所示的 $J ip/$J av均在1. 0上下波动,偏差在

6. 0%以内# 

以上有限元结果说明, DJMAS计算 $J *
path时具有足够的精度,无论是高周应力疲劳或低周

应变疲劳, $J *
path均可近似为与路径无关# 
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5  $J *
path参量的应用

5. 1  描述裂纹疲劳扩展速率
对拉压疲劳裂纹扩展而言,在卸载的反向压缩过程中,外界同样向系统输入了能量, 这部

分能量也必然给裂纹尖端附近材料造成损伤,间接影响裂纹的扩展# 即疲劳裂纹扩展速率应

该是裂纹扩展单位长度时向裂尖提供的(包括加载和卸载整个过程的)能量的函数, 亦即是:

  da
dN

= H ($E l, $Eu) , ( 21)

式中: $E l为疲劳加载过程中输入裂尖的能量; $Eu 为疲劳卸载过程中输入裂尖的能量# 

已知线弹性条件下应力强度因子幅 $K 能够表征循环载荷下裂纹的疲劳扩展速率, 即

  da
dN

= f ( $K ) = F( $G) = A ($K )
m
, ( 22)

其中 A 和m 为材料常数# 此函数也就是通过试验确定的 Paris公式,这里的 $G 即为式(21) 中

的$E l, Paris公式并未显示 $Eu# 本文认为在一个疲劳循环中, $Eu和$E l之间存在某种函数

关系, 因而可以将( $E l, $Eu) 简化为F ( $G) ,至于 F函数的具体形式可由试验确定,即材料疲

劳扩展性能的 Paris关系# 因为弹性应力疲劳是应变疲劳在塑性分量为零时的特例,因此可以

认为上述推论也适合于应变疲劳裂纹扩展,故式( 21)可进一步推导为:

  da
dN

= H ($E l, $Eu) = Q( $E l ) = Q( $J *
path)# ( 23)

虽然式( 23)中的函数 Q 我们尚无法从理论上加以确定,但可以由试验求得# 

由于线弹性条件下, $J *
path= $K 2

/ Ec,即采用 $J *
path描述弹性应力疲劳裂纹扩展速率无疑

是正确的,且 da/ dN 与 $J *
path存在以下关系:

  da
dN

= A ($K )
m
=

A

Ec
($J *

path)
m/ 2

, ( 24)

式中 A、m 分别为 Paris常数和指数# 即:

图 12  CT试样的低周疲劳扩展速率

da/ dN 与 $J *
path 关系

  da
dN

= B( $J *
path)

n
, ( 25)

式中 B、n 分别为材料常数# 
为检验对低周应变疲劳, 式( 25) 能否成立?

下文根据文献[ 16]给出的 16MnR钢紧凑拉伸试

样(几何尺寸与上述图 6相同)的应变疲劳试验数

据 da/ dN ,与 DJMAS计算的 $J *
path关系于图 12# 

图12的低周应变疲劳扩展试验结果表明, 试

验数据点呈窄带直线分布, 即应变疲劳时 da / dN

与$J *
path呈指数相关,由此证明式( 25)的合理性# 

5. 2  疲劳迟滞现象的解释
大量试验表明, 过载对随后的低载恒幅循环下的扩展速率 d a/ dN 有明显的延缓作用, 如

图13所示# 以下基于 $J *
path 参量体系试图从物理机制解释疲劳迟滞现象# 

尖峰载荷使裂纹尖端产生比正常载荷下较大的塑性区,在此后低载荷下, 相对弹性区而

言,塑性区边界暂停移动 ( <= 0)# 由于疲劳导致的损伤主要集中在塑性区,因此裂纹边界向

其前沿塑性区(材料性能被削弱)扩展的阻力,要较塑性区边界往周围的弹性区移动的阻力小,

即
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图 13 疲劳迟滞现象示意图

  $J PZ
1 < $J EZ

1 # ( 26)

因此,

  d 0j / i
da 过载后

= $J PZ
1 < ( $J EZ

1 - $J PZ
1 ) <+ $J PZ

1 =
d 0j / i
da 过载前

# ( 27)

即过载对随后的低载恒幅循环下的扩展速率 da/ dN 有延缓作用# 只有在裂纹越过裂尖过载

塑性区后, 即裂尖固有塑性区边界向弹性区移动时, < 由 0逐渐增大,则超载迟滞现象基本消

失# 

6  结   论

基于裂纹疲劳扩展的二维双区移动模型,以及材料低周应变疲劳循环载荷下的应力增量_

应变增量关系, 建立了 $J
*
path参量体系, 获得了以下结论:

¹ 低周疲劳下金属材料的 $R_$E关系可由放大 1倍的循环应力- 应变曲线确定# 

º $J *
path为疲劳过程中,当循环载荷 Pmin升至P max时, 单位厚度试样中裂纹扩展单位长度

时输入裂尖的势能# 

» 线弹性条件下, $J
*
path = $K

2
/ E

* # 

¼在弹性应力疲劳、韧带全面屈服的低周应变疲劳和结构高应变区裂纹恒幅应变疲劳 3

种情况下, $J *
path均可简化为Tanaka的 $J path, 但二者采用的本构关系与积分路径不同# 

½ 弹塑性有限元程序 DJMAS计算 $J *
path时具有足够的精度# 

¾恒幅循环载荷时, $J *
path可视为与路径无关,并可较好描述裂纹低周应变疲劳扩展速率

d a/ dN# 

¿ $J
*
path参量体系能够从能量的观点解释疲劳迟滞现象# 
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New Cyclic J_Integral for Low_Cycle

Fatigue Crack Growth

HU Hong_jiu1,  GUO Xing_ming1,  LI Pei_ning2,

 XIE Yu_jun2,  LI Jie1

1. Shangha i In stitut e of Applied Mathem atics and Mechanics ,

Shanghai Univ er sity , Shan gha i 200072, P . R . China ;

2. College of Mechanical Engineerin g , Ea st China Univer sity of Scien ce an d

Technology , Shangha i 200237, P . R . Chin a )

Abstract: The constitutive equation under low_cycle fatigue (LCF) was discussed, and a two_dimen-

sional ( 2_D) model for simulating fatigue crack extension was put forward in order to propose a new

cyclic J _integral. The definition, primary characteristics, physical interpretations and numerical evalu-

ation of the new parameter were investigated in detail. Moreover, the new cyclic J _integral for LCF

behaviors was validated by the compact tension (CT) specimens, results show that the calculated va-l

ues of new parameter can correlate well with LCF crack growth rate, during constant_amplitude load-

ing. In addition, the phenomenon of fatigue retardation was explained through the viewpoint of energy

based on the concept of new parameter.

Key words: cyclic J _integral; low_cycle fatigue; constitutive equation; numerical evaluation; fatigue

retardation
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