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摘要 :  通过对诸主均衡定律和应用 Noether定理得出的守恒定律进行比较,自然地导出微极连续

统力学的 1个统一的主均衡定律和 6 个物理上可能的均衡方程# 其中, 通过扩展众所周知和惯用

的能量动量张量的概念,得到相当一般的定名为能量_动量的、能量_角动量的和能量_能量的守恒

定律和均衡方程# 显然,在这后 3 种情况下的主均衡定律中, 物理场量是难以凭借直觉假定出来

的# 最后,作为特殊情形, 直接推演出若干现有的结果# 

关  键  词:  统一的主均衡定律;  物理场量;  守恒定律;  能量_动量;  能量_角动量;

能量_能量

中图分类号:  O33   文献标识码:  A

引   言

本文是诸前文[ 1] ~ [ 9]的直接延续# 

在连续统场论中存在数种推导局部均衡方程的方法, 在特定力学问题中应用所谓主均衡

定律进行推导就是其中之一# 

诸连续统场论的均衡定律,均可用某一物理场量的时间变化率与物体中的源和通过表面

的流的均衡加以表述# 于是, 如果 W是每单位体积的一个场, g是体源,而 S是每单位面积的

流,则主均衡定律,亦即, 任一均衡定律的数学表达式可以写成

  d
dtQV- R

Wdv - RS- R
n#Sda - QV- R

g dv = 0# ( 1)

上列表述是可以存在以其正向单位法线 n 方向内速度 u 掠过物体的间断面R# 由( 1)可以写

出下列主均衡定律的局部形式和局部跳变条件:

  d W
dt

- $#S- g = 0   (在 V - R内) ( 2)

和

  W( v- u ) - S#n = 0   (在 R上)# ( 3)
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这些表达式已被若干作者提出并加以应用,例如, 对于经典连续统力学者有 Truesdell[ 10]和

黄[ 11] ,对于热力连续统则有Eringen[ 12] ,对于多场问题则有Mueller[ 13] ,而对于微极和微态连续

统则有Eringen
[ 14]# 

对主均衡定律( 1)进行局部化,则得

  d W
dt

- $#S- g = g
C

  (在 V - R) ( 4)

和

  W( v- u ) - S- G
C

#n = 0   (在 R上) , ( 5)

这里

  QV- R
g

C
dv + QR

G
C

#d a = 0# ( 6)

场量 g
C
和 G

C

称为局部化剩余# 表达式(4)、(5)、(6) 便是非局部连续统力学的主均衡方程# 

物理场量 W, S, g
C
和 G

C

的具体形式已由 Eringen
[ 15]
给出# 在 1997年我们已在文献[ 16]中把所

有上述结果推广到非局部极性热力连续统的更为一般的情形,并推导出 3组均衡方程和跳变

条件# 

这里要强调的是在文献[ 10] ~ [ 16]中取得的成果均属于传统(非耦合)的连续统场论理论

范畴# 

我们认为, 明确物理场量 W、S和g 应具有什么形式,主均衡定律( 1)方真实可用, 这才是

最有意义和重要的# 它是否只能应用到上述已知的基本均衡方程的情形? 在式( 1)中,除前已

提及的物量场量外是否还可能有其它的?

本文的目的就是试图回答这些问题# 解决问题的关键在于对式( 1)中的诸物理场量要明

确它们的力学意义, 并给出它们的具体表达形式# 

1  非传统(耦合)的守恒定律和均衡方程

Jaric[ 17]应用Noether定理推导出线性微极弹性静力学中的 J 积分型的守恒定律# 他的工

作是对Knowles和Sternberg
[ 18]
工作的推广# 

Fletzer[ 19]的经典连续统力学的结果,已被戴推广到微极弹性动力学的情形# 金[ 20]根据微分

变分原理给出一类非保守场的守恒定律# 戴[ 21]曾提出了微极连续统的若干路径无关微分# 后

来,在 1989年,Vukobrat[ 22]也独立地推导出我们的部分结果# 

蒋
[ 23]
曾指出了 Knowles和 Sternberg 的守恒定律与 Fletzer 的属于不同的范畴; 前者是一种

单一的面积分, 而后者则由两项组成,一项是面积分,另一项是体积分# 

本文提出的微极连续统守恒定律是属于 Fletzer型的# 

非传统的微极连续统 Noether定理可以表述如下:

如果位移矢量 ui 和微转角矢量Ui 对R中所有NA( A= i , 4, Ni = x i , N4 = t ) 满足 Euler_La-

grange方程组

  L , u
i
-

5
5NA

L , u
i , A

- Qf i = 0, ( 7)

  L , U
i
-

5
5NA

L , U
i , A

- Q( li + Eijk xj f k) = 0, ( 8)

则由下式定义的泛函 F

152 戴    天    民



  F = QR
L dN ( 9)

是在 ( u i , Ui ) 的无限小不变的,当且仅当

  d
dt

( La4 + L , u#
i
p i + L , U#

i
qi ) +

d
dxj

( Laj + L , u
i , j

p i + L , U
i , j

qi ) +

    Q[ f i p i + ( li + Eijk xj f k) qi ] = 0# ( 10)

与之相应的积分形式则为

  d
dtQV

( La4 + L , u
#

i
p i + L , U

#
i
qi ) dv + RS

( Laj + L , u
i , j

pi + L , U
i , j

qi ) da +

    QV
Q[ f i p i + ( li + Eijk xj f k) qi ] dv = 0, ( 11)

这里 L = W- K、W、K、f i 和li 分别为Lagrange密度、内能、动量、体力密度和体矩密度# 另外,

变换族( NA, ui , Ui ) y ( N
-

A, u
-

i , U
-

i ) 和 p i、qi 定义如下:

  N
-

A = NA+ aAG+ O( G
2
) , ( 12)

  u
-

i = u i + biG+ O( G
2
) , ( 13)

  U
-

i = Ui + ciG+ O( G2) ( 14)

和

  p i = bi - u i, AaA, ( 15)

  qi = c i - Ui, AUA; ( 16)

其中

  aA =
5N

-

5G G= 0
, bi =

5�u i

5G G= 0
, ci =

5�Ui

5 G G= 0
# ( 17)

显然,在连续统场论中所取用的Legrange密度 L 的形式,对构造守恒定律和跳变条件起着

决定性作用# 

根据我们以前的工作[ 3, 24] ,现把微极连续统的非传统 Lagrange密度取成下列形式:

  L = W - K = [ t : $ u + ( m + x @ t ) : $ U] -

    Q
2 [ ( u

#
+ U

#
@ x )#( u

#
+ U

#
@ x) + R#U

#
] =

    t ij uj, i + ( mij + Eilm xl tmj ) Uj , i -
Q
2

[ ( u
#

i + Eijk U
#

j xk ) ( u
#

i + Eijk Uj xk) + Ri U
#

i ] , ( 18)

其中, R、t 和m分别是微自旋密度、Cauchy 应力张量和偶应力张量# 

2  微极连续统的非传统主均衡定律和均衡方程

请注意,从现在起就要用我们统一的记号和表达式详细阐述问题# 

把下列主均衡定律( 1) * 和守恒定律( 11)进行比较, 即可给出物理场量 W、S和g 的表达

式# 它们应具有下列形式:

  W= La4 + L , u#
i
p i + L , U#

i
qi , ( 19a)

  S = - ( Laj + L , u
j , i

pi + L , U
j , i

qi ) ej , ( 19b)

  g = - Q[ f i p i + ( li + Eijk xj f k) qi ]# ( 19c)

于是统一的非传统的主均衡定律可写成

  d
dtQV

Wdv - RS
n#Sda - QV

gdv = 0# ( 1) *
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一旦给出 Lagrange 密度 L 的具体形式,则上列诸表达式即可自然推导出来# 下面我们就

来书写微极连续统的非传统(耦合)主均衡定律的物理场量 W, S和g 以及均衡方程# 

2. 1  动量矩

现引进下列变换族

  x
-

i = xi , t
-

= t , u
-

i = u i + A iG, U
-

i = Ui , ( 20)

它表示刚体平移 ( A i X 0)# 于是 aA = 0, bi = A i , Ci = 0, p i = Ai , qi = 0# 故得

  W= - A#[ Q( u+ U
#
@ x) ] , ( 21a)

  S = - A#t , ( 21b)

  g = - A#( Qf )# ( 21c)

把式( 21)代入式( 1) * ,则得非传统的动量均衡方程(参阅文献[ 1] ) :

  -
d
dt

[ Q( u
#
+ U

# @ x) ] + $#t + Qf = 0# ( 22)

212  角动量

现引进下列变换族

  x
-

i = xi , t
-

= t , u
-

i = u i , U
-

i = Ui + B iG, ( 23)

它表示刚体转动 ( B i X 0)# 于是 aA = 0, bi = Eijk B j xk , Ci = B i , p i = 0, qi = B i# 故得

  W= - B#[ Q( s + x @ ( u
#
+ U

#
@ x) ) ] , ( 24a)

  S = - B#( m + x @ t ) , ( 24b)

  g = - B#[ Q ( l + x @ f ) ]# ( 24c)

把式( 24)代入式( 1) * ,则得非传统的角动量均衡方程(参阅文献[ 1] ) :

  -
d
dt

Q[ s + x @ ( u
#
+ U

# @ x) ] + $#( m + x @ t ) + Q( l + x @ f ) = 0# ( 25)

2. 3  能量

现引进下列变换族

  x
-

i = xi , t
-

= t + C4 G, u
-

i = ui , U
-

i = Ui , ( 26)

它表示时间推移 ( C4 X 0)# 于是 ai = 0, a4 = C4, bi = 0, C i = 0, p i = - u
#

iC4, qi = - U
#

iC 4# 

故得

  W= W +
Q
2

[ ( u
#
+ U

#
@ x)#( u

#
+ U

#
@ x) + R#U] C4, ( 27a)

  S = [ t#u#+ ( m + x @ t )#U#] C4, ( 27b)

  g = Q[ f#u#+ ( l + x @ F)#U#] C4# ( 27c)

故得非传统的能量均衡方程(参阅文献[ 1] ) :

  -
d
dt

W +
Q
2 [ ( u

#
+ U

#
@ x) #( u

#
+ U

#
@ x) + R#U] - $#[ ( t#u

#
+

    ( m + x @ t ) #U
#
] - Q[ f#u

#
+ ( l + x @ f )#U

#
] = 0# ( 28)

214  能量_动量

现引进下列变换族

  x
-

i = xi + C iG, t
-
= t , u

-

i = ui , U
-

i = Ui , ( 29)

它表示坐标平移 ( Ci X 0)# 于是 ai = Ci , a4 = 0, bi = 0, ci = 0, pi = - ui , jCj , qi = - Ui, jCj# 

故得

  W= - Q[ ( u
#
+ U

#
@ x) #( u$ ) + ( R + x @ ( u

#
+ U

#
@ x) )#( U$ ) ]#C, ( 30a)
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  S = [ L I - t#( u$ ) - ( m + x @ t ) #( U$ ) ] #C = P#C, ( 30b)

  g = - Q[ f#( u$ ) + ( l + x @ f )#( U$ ) ] #C# ( 30c)

把式( 30)代入式( 1) * ,则得非传统的坐标平移均衡方程:

  d
dx

Q[ ( u
#
+ U

#
@ x )#( u $ ) + ( R

#
+ x @ ( u

#
+ U

#
@ x) )#( U$ ) ] -

    d
dt

[ L I - t#( u$ ) - ( m + x @ t ) #( U$ ) ] + Q[ f#( u$ ) +

    ( l + x @ f ) #( U$ ) ] = 0# ( 31)

把Eshelby
[ 25, 26]

对经典弹性静力学和 Jaric
[ 17]
对微极弹性静力学提出的能量_动量张量的概

念加以推广,则表达式( 31)可以称为微极连续统力学的能量_动量均衡方程# ( 30b)中的 P 就

是广义的能量_动量张量# 

215  能量_角动量

现引进下列变换族

  x
-

i = xi + Eijk Dj xkG, t
-

= t , u
-

i = ui + Eijk Dj ukG, U
-

i = Ui + Eijk Dj UkG, ( 32)

它表示坐标转动 ( Dj X 0)# 于是

  ai = Eijk Dj x k , a4 = 0, bi = Eijk Dj uk , C i = Eijk Dj Uk ,

  p i = ( Eijkuk - ui , l Eljk xk) Dj , qi = ( Eijk Uk - Ui, l Eljk xk) Dj# 

故得

  W= Q ( u
#
+ U

#
@ x )#p

-

+ [ s + x @ ( ub
#

+ U
#
@ x ) ] #q

-
#D, ( 33a)

  S = L I#E#x - [ t#p-+ ( l + x @ t )#q- ] #D, ( 33b)

  g = - Qf#p
-
+ ( l + x @ f )#q

-
#D, ( 33c)

其中

  p
-

= E#u - ( u$ ) #E#x , ( 34a)

  q
-

= E#U- ( U$ )#E#x# ( 34b)

把式( 33)代入式( 1) * ,则得非传统的坐标转动均衡方程:

  d
dt

[ Q ( u
#
+ U

#
@ x) #p

-
+ [ s + x @ ( u

#
+ U

#
@ x) ]#q

-
] -

     d
dx

[ t#p-+ ( m + x @ t )#q- ] - Q[ f#p-+ ( l + x @ f )#q- ] = 0# ( 35)

与表达式( 31)对应,我们愿把表达式( 35)称为微极连续统力学能量_角动量均衡方程# 

216  能量_能量

现引进变换族

  x
-

i = xi + ExiG, t
-

= t + EtG, u
-

i = u i + EuiG, U
-

i = Ui + EUiG, ( 36)

它表示标量变化 ( E X 0)# 于是

  ai = Exi , a4 = Et , bi = Eu i , C i = EUi ,

  p i = E ( ui - u i, j xj - u
#

it ) , qi = E ( Ui - Ui , j xj - U
#

it )# 

故得

  W= E L t - Q ( u
#
+ U

# @ x) #p- + [ s + x @ ( U
# @ x) ]#q- , ( 37a)

  S = E[ L x + t#p-+ ( m + x @ t ) #q- ] , ( 37b)

  g = E Q[ f#p
-

+ ( l + x @ f )#q
-

] , ( 37c)

其中
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  p
-

= u - ( u$ )#x - u
#

t , ( 38a)

  q
-

= U- ( U$ ) #x - U
#

t# ( 38b)

把式( 37)代入式( 1) * 则得非传统的标量变化均衡方程:

  d
dt

[ L t - Q ( u
#
+ U

#
@ x) #p

-
+ [ s + x @ ( U

#
@ x) ] #q

-
] -

    d
dx

[ L x + t#p
-
+ ( m + x @ t ) #q

-
] - Q[ f#p

-

+ ( l + x @ f )#q
-

] = 0# ( 39)

与表达式( 31)和( 35)对应, 我们愿把表达式( 39)称为能量_能量均衡方程# 

3  特 殊情 况

显然, 上述微极连续物理场量 W、S、g 和相应的非传统均衡方程,已把几乎所有相关文献

中的结果都作为特殊情形包括在内 # 为比较和清楚起见, 我们现来推导出某些作者得到的

结果# 为简单起见, 我们在下面只列出相应情形下不带变换常量的物理场量 W、S、g的表达

式# 

311  偶应力理论

把微转动角 U用由 X = (1/ 2) $ @ u 定义的宏转动角代替,即可得我们在文献[ 3]中得到

的非传统的偶应力理论的结果# 

312  半耦合的微极连续统理论

略去由于微转角速度引起的附加速度,亦即, 假定 U
#
@ x = 0, 则Lagrange密度具有下列形

式:

  L = W - K = [ t :$u+ ( m + x @ t ) : $U] -
Q
2

( u
##u#+ R#U#)# ( 40)

由式( 40)即可得出半耦合的微极连续统理论的物理场量 W, S和g# 

313  传统(非耦合)的微极连续统理论

取Lagrange密度的形式为

  L = W - K = [ t :$u+ ( m: $U) ] -
Q
2

( u
##u#+ R#U#)# ( 41)

并略去由体力引起的附加体矩的影响,即可得到传统的微极连续统的物理场量 W、S和g# 这

些便是戴[ 27]和金[ 20]给出的结果# 

314  静力情形

在静力情况下, 位移矢量 u 和微转动矢量 U与时间无关,故 K = 0, 而且

  L = W = t : $u + ( m + x @ t ) : $U# ( 42)

于是微极连续统静力学的物理场量 W、S和g 更易求得# 

另外, 如果我们假定 g = 0, 则微极弹性静力学的三维 Jk、Lk 和M 积分可分别由( 30b)、

( 33b)和( 37b)自然地推演出来,即:

  J k = QS
WDlk - tlj uj , k - ( mlj + Elmn x m tnj ) Uj , k nld s = QS

J lk n lds = 0, ( 43)

  Lk = QS
Ekij ( P li xj + tli uj ) + ( mli + Elmn xn t ni ) Uj nld s = QS

L lk nlds = 0, ( 44)

  M = QS
P lk x k - tlk uk - ( mlk + Elmn xm tnk) Uk n lds = QS

M lnld s = 0, ( 45)

这里我们愿把 J lk、L lk 和M l 分别称为广义的能量_动量张量、能量_角动量张量和能量_能量矢
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量# 

再进一步, 如果我们略去由于面力引起的附加面矩,则 J k 积分( 43)即归结为下列形式:

  J
*
k = QS

( WDlk - tlj uj , k - mlj Uj , k) nlds = QS
J
*
lkn lds = 0# ( 46)

这便是由 Jaric[ 17]得到的结果# 

4  结 束语

通过比较主均衡定律和用 Noether定理推导出的守恒定律,我们已给出建立微极连续统的

统一的主均衡定律和所有 6个物理上可能的均衡方程的物理场量 W、S和g 的具体表达式# 因

此,在引言中提到的两个问题应该说是已经得到阐明# 

统一的主均衡定律也可按前述处理方法应用到非局部连续统力学# 鉴于非局部场论的现

有文献中尚存在着某些理论上的矛盾, 故在此文中不拟加以论述# 但是我们要在另文中专门

对非局部微极连续统力学问题进行研讨# 
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Renewal of Basic Laws and Principles for Polar Continuum

Theories ( Ú ) ) Master Balance Law

DAI Tian-min

( Depa rtment of Mathema tics & Cent er for the Applicati on of Ma thematics ,

Lia on in g Univer sity , Shenyan g 110036, P . R . China )

Abstract: Through a comparison between the expressions of master balance laws and the conserva-

tion laws derived by the use of Noether. s thorem a unified master balance law and six physically pos-

sible balance equations for micropolar continuum mechanics are naturally deduced. Among them, by

extending the wel-l known conventional concept of energy-momentum tensor, the rather general con-

servation laws and balance equations named after energy-momentum, energy-angular momentum and

energy-energy are obtained. It is clear that the forms of the physical field quantities in the master ba-l

ance law for the last three cases could not be assumed directly perceived through the intuition. Fina-l

ly, some existing results are reduced immediately as special cases.

Key words: unified master balance law; physical field quantity; conservation law; energy-momen-

tum; energy-angular momentum; energy-energy
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