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摘要:  研究滚动轴承平衡转子系统在不同轴承内间隙量, 不同转速下系统的稳定性及其分岔特

性和混沌# 考虑Hertz 接触力、滚动体通过振动和轴承径向内间隙等非线性因素建立数学模型, 根

据Floquet 理论分析不同间隙量下滚动轴承转子系统的周期解稳定性, 找到了 3种导致周期解失

稳的方式:倍周期分岔失稳、拟周期分岔失稳和边界激变导致混沌失稳# 通过对各间隙量下转子

系统拓扑特性变化和失稳区域的研究,表明滚动轴承间隙量是影响转子系统动力稳定性的一个重

要因素# 
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引   言

滚动轴承是转动机械中的常用部件,也是火箭发动机、航空燃气涡轮机等尖端设备上的重

要组件# 为了确保这些设备的安全运转,有必要研究有关非线性因素对系统拓扑特性和稳定

性的影响# 

滚动轴承支撑的转子运转时, 由于轴承运转时受力滚动体的个数和位置随时间变化而引

起振动,即滚动体通过振动( ball passage vibrations, BPV)# BPV重要性的了解始于 Gustafsson等

人的研究
[ 1]

,并在试验中发现滚动轴承内间隙是影响 BPV的一个重要参数# 文献[ 2]也用试

验证实了间隙对 BPV的重要影响# 滚动轴承中的内间隙的作用是补偿热膨胀和防止滚动体

卡死, 保证载荷分布最优[ 3]# 在滚动轴承支撑的平衡转子系统振动分析中, 除了 Hertz接触力

和滚动体通过振动,轴承径向内间隙是一个重要的非线性因素# M. Tiwari和 K. Gupta 等人分

析了间隙对滚动轴承转子系统的影响[ 4] ,发现了一些参数对系统动力特性影响的规律# S. P.

Harsha 等人研究了考虑多种非线性因素时,转速对滚动轴承平衡转子系统的影响[ 5]# 文献[ 6]

考虑了间隙的存在, 通过分析滚动轴承阻尼的变化和有超大滚动体存在时系统的混沌行为,找
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到了通往混沌的 3种基本方式# 

本文考虑滚动轴承中多种非线性因素,建立滚动轴承转子系统的动力学方程# 根据 Flo-

quet理论判断滚动轴承转子系统的周期解稳定性, 用打靶法、直接数值积分、Liapunov 指数、

Poincar�映射、功率谱等方法,分析了不同径向内间隙量下滚动轴承转子系统的周期解稳定性

及分岔、混沌# 

1  数 学模 型

假设滚动体与滚道间接触力为弹性力, 根据Hertz弹性接触理论,第 j 个滚动体与滚道间

的局部接触力Qj 和总接触刚度K j 与弹性变形Dj 之间的关系可以表示为

  Qj = K j D
3/ 2
j # ( 1)

以下分别用下标 i和 o表示滚动体相对于内滚道和外滚道的量# k i和 ko 分别表示滚动体与

内滚道和外滚道间的接触刚度,则有

  K j =
1

(1/ k i )
2/ 3

+ (1/ ko)
2/ 3

3/ 2

# ( 2)

对于材料特性相同的两接触体间的接触刚度可以统一由下式获得[ 7]

  k i = k o =
2 2
3

E / (1- M2)

( 6 Q)
1/ 2

1

D
*

3/ 2

, ( 3)

其中 M是泊松比, 6 Q是接触点的曲率和, D
*
为无量纲接触变形系数,其值可查阅文献[ 8] # 

建立图1所示 Oxy 坐标系, 第 j 个滚动体的接触变形 Dj 为

  Dj = ( xcos<j + y sin<j ) cosA- c, ( 4)

式中 c是轴承径向间隙量; <j 是第j 个滚动体的转角, 它与轴承中滚动体的个数nb、滚动架转速

Xc和初始转角 <0有关

  <j =
2P( j - 1)

nb
+ Xc t + <0, ( 5)

式( 4)中的 A为滚动轴承的实际接触角, 与轴承间隙量 c 有关

  A= arccos 1 -
c

r i + r o - Db
# ( 6)

对各个滚动体所受恢复力求和,可知总恢复力沿 x 和 y 方向的分量f x 和f y 为

  
f x

f y

= 6
n
b

j = 1
Cj K j D

3/ 2
j

cos<j

sin<j

cosA, ( 7)

其中

  Cj =
1,   Dj > 0,

0,   Dj [ 0# 

假设轴承外圈固定, 内圈和转子以相同的转速转动;由于摩擦和润滑造成的阻尼假设为等

效粘滞阻尼 D# 根据式(4) 与(7) , 质量为 M 的滚动轴承平衡转子系统的动力学方程为

  

M&x + DÛx + 6
n
b

j = 1
Cj K j D

3/ 2
j cos<j cosA= 0,

M&y + DÛy + 6
n
b

j = 1
Cj K j D

3/ 2
j sin<j cosA= W,

( 8)

这是一组非线性二阶耦合常微分方程, 其中 W是定常力, nb是滚动体的个数# 滚动体通过振
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图 1 滚动轴承几何参数及坐标系

动的频率 Xvc可表示为

  Xvc = Xc#nb# ( 9)

2  系统周期解稳定性分析

Floquet理论是分析周期变系数线性常微分方程的稳定性理论, 利用它可以确定非线性动

力系统周期解的稳定性[ 9, 10]# 将方程( 8)写成一阶状态方程

  ÛU = F( t , U( t ) , R) , ( 10)

其中 R是分岔参数,

  U = [ x  y  Ûx  Ûy ]
T
, ( 11)

  F =

Ûx
Ûy

-
1
M

DÛx + 6
n
b

j = 1
Cj K j D

3/ 2
j cos<j cosA

-
1
M

DÛy + 6
n
b

j = 1
Cj K j D

3/ 2
j sin<j cosA- W

# ( 12)

方程有周期为滚动体通过周期 T = 2P/ Xvc的周期解 U
*

, 满足

  U
*

( t ) = U
*

( t + T )# ( 13)

设周期解 U
* 受到扰动 u, 被扰运动方程为

  ÛU*
+ Ûu = F( t , U

*
+ u , K)# ( 14)

将 F 对 U
*
展开为泰勒级数并带入被扰运动方程中, 保留线性项得到一阶近似扰动方程

  Ûu =
5F
5 U* u = A( t ) u# ( 15)

上式为具有周期系数的线性常微分方程, A( t ) = A( t + T ) 是周期为 T 的矩阵函数,

  A( t ) =

0 0 1 0

0 0 0 1

Axx A xy - D/ M 0

Ayx A yy 0 - D/ M

, ( 16)

式中各项分别为

161考虑径向内间隙的滚动轴承平衡转子系统的非线性动力稳定性



  Axx = -
1
M

5f x

5x
= -

3
2M 6

n
b

j = 1

Cj K j D
1/ 2
j cos2<j cos

2A, ( 17)

  Ax y = Ayx = -
1
M

5f x

5y
= -

1
M

5f y

5x
= -

3
2M 6

n
b

j = 1
Cj K j D

1/ 2
j cos <j sin<j cos

2 A, ( 18)

  A yy = -
1
M

5f y

5y
= -

3
2M 6

n
b

j = 1
Cj K j D

1/ 2
j sin2<j cos

2A# ( 19)

根据 Floquet理论,若 V( t ) 是方程(15)的一个基解矩阵,则存在一个非奇异的周期T 矩阵

5 ( t ) = 5 ( t + T ) 和一个常矩阵 B , 满足

  V( t ) = 5 ( t ) etB# ( 20)

易知 V( t + T ) 也是方程( 15)的基解矩阵,有

  V( t + T ) = 5 ( t + T ) e( t+ T ) B
= V( t ) eTB

= V( t ) H , ( 21)

H 矩阵的特征值Ki ( i = 1, 2, 3, 4) 称为Floquet乘子# 当所有 Ki模的值小于1时, U
* 稳定; 当

Ki 模的最大值大于 1时, U
* 不稳定; 等于 1时, U

* 处于临界状态, 此时作为判断失稳的准

则[ 9]# 

非线性系统周期解可以用打靶法[ 10]来确定# 打靶法的实质是把边值问题化为初值问题

求解,即在边值条件 r( s) = U(0, s) - U( T , s) = 0下,求方程(10) 的周期解, 其中 s为待求

参数# 对于本文的固定边界条件问题, 首先给定初值 s0 = [ x 0  y 0  Ûx 0  Ûy 0]
T
, 然后用

Newton_Raphson迭代求 si+ 1

  si+ 1 = si - Dr( si )
- 1
r( si ) , ( 22)

其中   Dr( s) =
5 r( s)
5s = I -

5 U( T , s)
5 s , ( 23)

上式中的 I 为单位矩阵, 5U( T , s) / 5 s是下述矩阵微分方程初值问题的解在 t = T 时的值

  5 U
5s

c = A( t )
5 U
5s ,

5 U
5s t = 0

= I# ( 24)

需要注意的是求解上式时要用到原方程( 10)的解# 

易证满足初始条件 V(0) = I的V( t ) 是方程(15) 的一个基解矩阵,把 V(0)代入式(21)得

到 V( T ) = H ,再对比方程(15) 和(24) ,可知5 U( T , s) / 5s = V( T ) = H , 即5U( T , s) /5 s的
特征值就是判断周期解稳定性所需的 Floquet乘子# 

3  径向间隙对滚动轴承转子系统稳定性的影响

表 1列出了 209单列深沟球轴承基本参数# 轴承转子系统的质量M = 2 kg,阻尼 D = 300

N#s/m# 考虑水平放置的转子径向受到沿 y 负方向的重力# 
表 1 209滚动轴承参数

轴承节径

Dm/ mm

滚动体直径

D b/ mm

内滚道半径

r i/mm

外滚道半径

ro /mm

滚动体个数

n b

65. 0 12. 7 6. 6 6. 6 9

  研究滚动轴承间隙量 c分别取 3. 8 Lm、7. 6 Lm、11. 4 Lm、15. 2 Lm、19. 0 Lm 时,轴承转子系

统的稳定性和非线性行为# 

3. 1  间隙量 c = 3. 8 Lm时系统稳定性分析

滚动轴承的间隙量 c为3. 8 Lm时转子中心的运动分岔情况如图2所示# 在 X= 93. 2 Hz
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转速时, Floquet乘子模的最大值大于 1,系统的周期解失稳,表 2列出了失稳前后的 Floquet乘

子 Ki 及其模的最大值 max( | Ki | )# 图 3显示了转速从 88. 3 Hz~ 95. 0 Hz时模最大的 Floquet

乘子的变化# 可以看出随着转速的增加, 模最大的 Floquet乘子交于横轴并从( - 1, 0)穿出单

位圆,说明周期解是通过倍周期分岔而失稳# 图 4是 X = 93. 3 Hz时轴承转子系统的轴心轨

迹和 Poincar�映射图,图中有两个 Poincar�点,表明系统是 2 倍周期运动; 增加到 X = 113. 0

Hz, 模最大的 Floquet乘子沿( - 1, 0)回到单位圆,系统又开始稳定的周期运动# 从图 3也可以

看出系统在93. 2~ 113. 0 Hz的失稳区域内做 2倍周期运动, 也就是1/ 2亚谐振动# 

图 2  转子中心运动分岔图 ( c = 3. 8 Lm)      图 3  Floquet乘子变化图     

( X = 88. 3 ~ 95. 0 Hz, c = 3. 8Lm)

表 2 间隙量 c = 3. 8Lm 时不同转速下的 Floquet乘子

X/ Hz Floquet 乘子 Ki max( | Ki | )

93. 0

- 0. 996 328

- 0. 643 415

0. 423 108+ 0. 679 738i

0. 423 108- 0. 679 738i

0. 996 328

93. 2

- 1. 004 977

- 0. 638 386

0. 432 056+ 0. 674 464i

0. 432 056- 0. 674 464i

1. 004 977

  ( a) 轴心轨迹            ( b) Poincar�映射图

图 4 倍周期运动 ( X = 93. 3 Hz, c = 3. 8 Lm)
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 图 5 转子中心运动分岔图 ( c = 7. 6Lm)      图 6 Floquet乘子变化图     

( X = 133. 3 ~ 137. 5 Hz, c = 7. 6 Lm)

    ( a) 轴心轨迹               ( b) Poincar�映射图

图 7 拟周期运动 ( X = 138. 3 Hz, c = 7. 6 Lm)

  表 3 间隙量 c = 7. 6Lm 时不同转速下的 Floquet乘子

X/ Hz Floquet 乘子 Ki max( | Ki | )

136. 8

- 0. 135 654+ 0. 990 197i

- 0. 135 654- 0. 990 197i

- 0. 100 442+ 0. 733 153i

- 0. 100 442- 0. 733 153i

0. 999 446

0. 999 446

137. 0

- 0. 137 896+ 0. 993 380i

- 0. 137 896- 0. 993 380i

- 0. 101 436+ 0. 730 712i

- 0. 101 436- 0. 730 712i

1. 002 906

1. 002 906

3. 2  间隙量 c = 7. 6 Lm时系统稳定性分析

图5是 c = 7. 6 Lm时转子中心运动分岔图# 对比图2可以发现此时系统出现两个周期解

失稳区域# 第1个失稳区域发生在 X= 81. 0 ~ 101Hz,和 c = 3. 8 Lm系统相似,发生2倍周

期分岔导致失稳,只是失稳转速值有所降低# 第 2个失稳区域开始于 137. 0 Hz, 失稳前后的

Floquet乘子列于表3中,图 6是转速从 X= 133. 3 Hz增加到 X= 137. 5Hz时模最大的Floquet

乘子的变化情况,可以发现一对模最大的Floquet乘子以虚部不为零的共轭复数方式穿出单位

164 白  长  青    许  庆  余    张  小  龙



圆,表明周期解发生二次Hopf分岔,系统运动表现为拟周期运动# 如图 7所示为 X = 138. 3

Hz时转子轴心运动轨迹(图 7( a) )及 Poincar�映射图(图 7( b) ) ,在 Poincar�映射图上映射点组

成了一条封闭的曲线,表明系统运动进入拟周期运动状态# 当转速超过 X= 150. 2 Hz时系统

恢复稳定的周期运动# 

图 8 转子中心运动分岔图 ( c = 11. 4 Lm)

3. 3  间隙量 c = 11. 4 Lm 时系统稳定性分析

图8是滚动轴承间隙增加到 11. 4 Lm时转子

系统的轴心运动分岔图# 分析发现系统首先发生

拟周期分岔失稳, 失稳区域在较高转速的 X =

130. 0~ 137. 3Hz段# 并没有间隙为 3. 8 Lm和7.

6 Lm时系统在较低转速出现的 2 倍周期分岔失

稳# 另外,在该间隙量下,转速为 X= 166. 7Hz到

X = 250 Hz的高频段出现新的失稳区域,表现为

周期解通过轨道裂解变为 2倍周期解的倍周期分

岔失稳,失稳区域为 X = 197. 7 ~ 202. 5 Hz# 从

后面的分析可以发现,间隙量较大时,一般都会发

生这种高频段的 2倍周期分岔失稳# 

   ( a)                      ( b)

图 9  转子中心运动分岔图 ( c = 15. 2Lm)

3. 4  间隙量 c = 15. 2 Lm时系统稳定性分析

间隙量增大到 15. 2 Lm,滚动轴承转子系统表现出更丰富的非线性行为# 图 9( a)给出了

转速在 X= 25Hz到 X= 75Hz段时系统拓扑结构变化情况# 其中的 X= 32. 7 ~ 69. 7Hz是

该间隙量下的第1个失稳区域# 在 X= 32. 7 Hz,系统发生了倍周期分岔失稳,随后系统通过

倍周期分岔道路进入混沌# 转速为 X= 33. 2 Hz时,系统运动的最大Liapunov 指数为+ 1. 05,

大于零,表明系统作混沌运动, 图 10( b)中有细致结构的混沌吸引子和图 10( c)中连续的功率

谱也表明系统进入混沌, 其轨道极为复杂(图 10( a) ) ,而在 X = 33. 3 Hz时系统以 3倍周期形

式退出混沌(图10( d) ~ ( f) )# 其后进入 2倍周期运动,到 X= 69. 7Hz之后系统又作稳定的周

期运动# 

图9( b)显示了转子系统发生在高频段的第2个失稳区域,开始于 X= 190. 5Hz结束于 X=

203. 3Hz ,和11. 4 Lm间隙量时一样,都是2倍周期失稳,只是失稳区域的边界值有所降低# 
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   ( a) X = 33. 2 Hz时系统轴心轨迹         ( b) X = 33. 2 Hz 时的 Poincar�映射

   ( c) X = 33. 2 Hz 时的功率谱          ( d) X = 33. 3 Hz 时系统轴心轨迹

  ( e) X = 33. 3 Hz 时的 Poincar�映射         ( f) X = 33. 3 Hz 时的功率谱

图 10 倍周期分岔进入混沌过程 ( c = 15. 2Lm)

3. 5  间隙量 c = 19. 0 Lm 时系统稳定性分析

在这种间隙量下,滚动轴承转子系统的拓扑结构变化更趋复杂# 如图 11( a)和( b)所示,

系统出现 3个失稳区域# 其中在高转速段发生 2倍周期分岔失稳形成的第 3个失稳区域和其

它较大间隙( 11. 4和15. 2 Lm)系统比较类似,但是失稳区域的左右边界值都有所降低,分别降

为 X= 182. 3Hz和 X= 195. 2Hz# 而第一个失稳区域发生在 X= 15. 6 ~ 20. 0Hz, 表现为倍

周期分岔产生的 2倍周期运动, 与较低间隙量( 3. 8 Lm和 7. 6 Lm)系统在低频段失稳区域的拓
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扑结构变化接近# 

 ( a)                     ( b)

图 11 转子中心运动分岔图 ( c = 19. 0Lm)

 ( a) 轴心轨迹                 ( b) 混沌吸引子

   ( c) 功率谱

 图 12  边界激变进入混沌

     ( X = 28. 25 Hz, c = 19. 0Lm)

在第2个失稳区域发现不同于以上所述的新

的失稳方式,由于边界激变突然出现混沌吸引子

造成系统周期解失稳# 按照激变引起的混沌吸引

子不连续变化的性质,激变可以分为 3种类型:边

界激变、内部激变和吸引子合并激变# 混沌吸引

子和其吸引域边界上的不稳定周期轨道发生碰撞

而导致混沌吸引子突然消失称为边界激变
[ 9, 11]# 

如果系统参数逆向变化, 边界激变就导致混沌吸

引子突然出现, 使系统失稳,边界激变临界点就是

系统的失稳点# 通过计算分析,在 X = 28. 23 Hz

时, Floquet乘子模的最大值为 0. 639 718, 系统做

稳定的周期运动;即使在 X = 28. 24 Hz时系统仍

保持稳定的周期运动, Floquet乘子模的最大值为

0. 651 718, 但是 X = 28. 25 Hz是边界激变临界点, 系统运动的最大Liapunov 指数从 0跃变为

+ 0. 76,此时发生边界激变突然出现混沌,造成系统周期解失稳, 如图 12所示# 边界激变是一
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种危险的失稳方式, 在其它失稳方式中行之有效的打靶法无法判断是否发生边界激变造成系

统失稳,只能通过 Liapunuv 指数、Poincar�映射、功率谱等方法确定系统是否发生边界激变,从

而断定周期解的稳定性# 

在 X= 28. 3~ 64. 8Hz之间的第2个失稳区域中不仅发现边界激变导致的混沌,而且有沿

Sarkovskii自然数序列
[ 10]
发生倍周期分岔产生混沌的过程, 表 4列出了转速 20. 2 Hz ~ 182. 2

Hz间的系统拓扑特性的变化,可以清楚地看出这两种进入混沌的道路# 
表 4 系统拓扑特性变化的全过程

X/Hz 运动状态 X/ Hz 运动状态

20. 2~ 28. 2 1倍周期 39. 8 16倍周期

28. 3~ 31. 3 混沌 40. 0 8倍周期

31. 5 24倍周期 40. 2~ 41. 5 4倍周期

31. 7 6倍周期 41. 7~ 64. 8 2倍周期

31. 8~ 33. 8 3倍周期 65. 0~ 182. 2 1倍周期

34. 0~ 39. 7 混沌

4  结   论

为便于比较,图 13绘出了各个间隙下转子系统的稳定和不稳定区域, 其中的阴影部分表

示失稳区域# 

图 13  不同间隙量下系统的失稳区域

(阴影部分为失稳区域)

综上所述,通过对不同间隙下滚动轴承转子

系统的非线性运动稳定性及非线性行为的研究,

发现滚动轴承间隙量对转子系统稳定性有重要影

响, 可以归结为以下几点:

1. 滚动轴承转子系统运动主要有 3种失稳

方式:倍周期分岔失稳、拟周期分岔失稳和边界激

变进入混沌导致失稳# 

2.随着间隙的增加, 系统非线性增强,拓扑结

构变化渐趋复杂, 失稳区域的数目逐渐增多,从 1

个区域变为 2个,甚至达到3个,各个失稳区域的

基本趋势是随着间隙的增大区域变宽而区域的边界值逐渐降低# 

3. 在滚动轴承转子系统中最常出现的失稳运动是 2倍周期分岔失稳# 特别在较高转速

时,系统易发生 2倍周期分岔失稳,而且随着间隙的增大振幅相应变大# 

4. 从图 13可以看出,本文分析的转子系统在转速低于 170 Hz时,小间隙对运转平稳性来

说并不一定是最合理的# 间隙量为 11. 4 Lm时,系统所表现出的动力特性远远优于其它间隙

量# 因此,在滚动轴承的设计中,应根据工况确定最合理的间隙量,以满足振动和噪声要求# 
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Nonlinear Stability of Balanced Rotor Due to the

Effect of Ball Bearing Internal Clearance
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Abstract: Stability and dynamic characteristics of a ball bearing_rotor system are investigated under

the effect of the clearance in the ball bearing. Different clearance values were assumed to calculate

the nonlinear stability of periodic solution with the aid of the Floquet theory. Bifurcation and chaos

behavior were analyzed with variation of the clearance and rotational speed. It is found that there are

three routes to unstable periodic solution. The period_doubling bifurcation and the secondary Hopf b-i

furcation are two usual routes to instability. The third route is the boundary crisis, a chaotic attractor

occurs suddenly as the speed passes through its critical value. At last, the instable ranges for different

internal clearance values were described. It is useful to investigate the stability property of ball bear-

ing_ rotor system.

Key words: ball bearing; clearance; rotor; stability; bifurcation; chaos
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