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摘要 :  研究了具有结构不确定性的多输入多输出( MIMO)系统的鲁棒 D_ 稳定性判定问题# 首先

提出了系统的 3种数学模型, 包括凸多面体型多项式矩阵模型、多线性型多项式矩阵模型和反馈

型多项式矩阵模型# 然后分析了各模型在参数空间中的凸性, 从而将系统的稳定性检验问题转化

为线性矩阵不等式( LMI)的可行性问题,并由此给出了 D_稳定性的判定方法# 

关  键  词:  多项式矩阵;  鲁棒 D_稳定性;  线性矩阵不等式( LMI) ;  参数不确定性
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引   言

在20世纪末, 对一类含有结构不确定性的线性时不变系统的研究取得了许多成果# 这类

系统常采用含有不确定参数的系统传递函数描述形式, 不确定参数空间为凸多面体的形式# 

尽管一般情况下,系统的稳定性检验问题已经被证明是N P 难问题,但是在满足一定假定条

件下,仍然可以得到一些有价值的结果# 

对于单输入单输出系统,作为近代最重要的研究成果之一的 Kharitonov 定理,证明了对区

间多项式描述的系统稳定性,只需要检验 4个顶点多项式即可;文献[ 1]将这个结果扩展到一

个更为复杂的系统模型中;文献[ 2]给出了基于映射定理的一个保守的结果; 对于更一般的含

有不确定参数系统的 D_稳定性问题,棱边定理给出了更具普适性的结果[ 3]# 

在一般情况下, 对于多项式矩阵描述的多输入多输出系统, 上面的结论大部分不能直接引

用过来,因此只能通过增加对多项式矩阵表达形式的约束来得到有意义的结果# 由于直接计

算矩阵的行列式来检验其稳定性的方法在计算上非常复杂,于是需要采用一些间接的研究方

法,如特征值估计、Liapunov 理论、谱理论以及代数方法等# 基于 Liapunov 理论的线性矩阵不

等式方法是一种有效、可行的研究手段,已被用来检验多输入多输出系统的稳定性# 

本文的主要工作是构造了参数空间中多项式矩阵族的顶点表示,揭示了凸包性质,并在文

献[ 4, 5]的基础上, 给出了改进的线性矩阵不等式表达形式# 
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1  定义和符号准备

多项式矩阵是指矩阵的每个元都属于多项式环,表示为 G( s) = G0+ G1 s + ,+ Gds
d
,其

中 s是复数域中的变量, d是阶次,常数矩阵 Gi称为系数矩阵# 文中如不特别说明,多项式均

指实系数多项式,相应的多项式矩阵为实多项式矩阵# 与多项式矩阵 G( s) 的系数矩阵相关

的常值矩阵定义为G = [ G0 G1 , Gi , Gd ] ,其右零空间的一个基矩阵用NG 表示# 
矩阵多项式 G( s) 称为 DR_稳定,当且仅当其根集包含在稳定域 DR 中# 为简单起见,常

采用线性矩阵不等式(LMI) 域, 即 D = s I C : B00+ B01 s + B10 s
*
< 0 # 如 Hurwitz稳定

域可写成一阶 LMI域的形式

  D = s I C : s + s
*
=

1

s

*

B c
1

s
< 0 ,

其中   B c =
0 1

1 0
# 

在实空间 Rm中, 区间不确定参数可以表示为: Q = ( q 1, ,, qm) : qi I qi , qi ,相应的

顶点记为K Q= ( q 1, ,, qm) : qi I qi , qi # 为表达方便起见,定义不完全顶点集合为K
( l )
Q=

q: qi I qi , qi , i [ l ; qi I [ qi , qi ] , l < i [ m ,且K Q= K
( m)
Q # 

文中用到的一个 2dn @ ( d + 1) n 投影矩阵R 定义为:

  R =

In   0

 w  s

  In 0

0 In

s  w
0   In

# 

2  基 本引 理

本节介绍了 3种不确定多项式矩阵族的模型表示, 然后研究了一般情况下的稳定性检验

条件# 

令  GP ( s) = ( pij ( s) ) n@ n: pij ( s ) I P ij ( s ) , i , j = 1, ,, n ( 1)

表示凸多面体型多项式矩阵, 式中 P ij ( s) 表示一组确定多项式的所有凸组合集合, 即

  P ij ( s) = 6
m

k= 1
Kk p

( k )
ij ( s) : 6

m

k= 1
Kk = 1, Kk \ 0 ;

其相应的顶点集合及棱边集合分别为:

  K P
ij
= P ( k)

ij ( s ) , k = 1, ,, m ,

  E P
ij
= p

( k )
ij ( s) + ( 1- K) p

( t)
ij ( s) , k , t = 1, ,, m, k X t , K I [ 0, 1] # 

多线性型模型表示为:

  GA ( s ) = 6
N

k= 1

a i ( q) Ai ( s ) , q I Q , ( 2)

式中 ai ( q) 为不确定向量 q 的多线性函数# 
反馈型模型定义为如下形式:

  GF ( s) = 6
N

k= 1

Pi ( s , q) Ci ( s ) , q I Q , ( 3)
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其中, Ci ( s ) 为确定的多项式矩阵, P i ( s, q) = ( p
( i )
kl ( s, q) ) n@ n, p

( i )
kl ( s, q) 为区间多项式# 

引理 1[ 4]  多项式矩阵 G( s) 稳定的充分必要条件为存在一个常数矩阵 P,且 P = P
*
>

0, P I C dn@ dn
, 使得线性矩阵不等式

  N *
GR

*
( B ª P) RNG < 0 ( 4)

是可行的# 

引理 2(棱边定理) [ 3]  多项式多面体记为 8 < Rn+ 1
, R: Rn+ 1 y C 为多项式的根映射

R( 8) = s: p ( s) = 0, v p I 8 # 对于单连通域 D,若 8 中的多项式不降次,则 R( 8) < D

的充分必要条件为 8 所有棱边多项式的根集包含于稳定区域D# 

下面将这个结果应用到凸多面体型多项式矩阵的情况# 

引理 3
[ 6]  令( 1)式中 GP( s ) 的棱边多项式矩阵集合表示为:

  E G
P
( s ) = ( p ij ( s ) ) n@ n:

p kl
k
( s ) I E P

kl
k

( s) , ( l 1, ,, l n) I P n
n , k = 1, ,, n

p ki
k
( s ) I E P

ki
k

( s) , ik = 1, ,, l k - 1, lk + 1, ,, n
, ( 5)

式中 P n
n 表示1, 2, ,, n的所有排列的集合# 则 GP( s ) 是 D_稳定的当且仅当E G

P
( s) 是 D_稳

定的# 

引理 4  令 M 1, M 2和M 3为空间 R
d
中的子集# 若M 1 < convM 2, M 2 < convM 3, 则M 1<

convM 3# 

3  主 要结 果

在本节中, 首先给出了一个改进的检验系统稳定的线性矩阵不等式( LMI)判定条件# 然

后分别研究了模型的凸包性质,并在此基础上建立了相应稳定性的判定条件# 

令多项式矩阵表示为 G( s ) = 6
N

i= 1KiGi ( s ) ,其中 Ki \0, 6 iKi = 1, Gi ( s) 是首一的多项

式矩阵,维数为 n,阶次为d# 与多项式矩阵 G( s) 关联的常值矩阵可表示为G ( K) = 6
N

i= 1KiG i ,

相应的右零空间为NG ( K) = 6
N

i= 1KiN Gi # 

进一步地, 设 P = 6
N

i= 1KiPi ,式中 Pi 是与每一个Gi ( s) 对应的线性矩阵不等式组( 4)的

一个可行解# 那么有下面的基本结论:

定理 1  多项式矩阵族 Gi ( s ) 的凸包G 是Hurw itz稳定的,若存在常数矩阵 P i = P
*
i >

0( i = 1, ,, N ) ,以及标量0 < K [ 1, 满足下面的一组线性矩阵不等式:

  

N *
G
i
R *

( Bc ª Pi ) R N G
i
< - K,   i = 1, ,, N,

N *
G
i
R *

( Bc ª Pj ) R N G
i
+ N *

G
j
R *

( Bc ª P i ) RN G
j
<

2
N - 1

,

  i = 1, ,, N - 1; j = i + 1, ,, N# 

( 6)

证明  由引理 1得, G( s) 是鲁棒稳定的充要条件为

  N *
GR

*
( B ª P) RNG < 0# ( 7)

因为考虑左半平面的鲁棒稳定性, 有

  N *
GR

*
( Bc ª P) RNG = 6

N

i= 1
K2
i (N

*
G
i
R *

( Bc ª P i ) RN G
i
) +

    6
N- 1

j= 1
6
N

k= j+ 1
Kj Kk(N

*
G
j
R

*
( B ª Pk ) RN G

j
+ N

*
G
k
R

*
( B ª Pj ) R N G

k
)# ( 8)

再将线性矩阵不等式组( 6)代入上式,可得
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  N *
GR

*
( Bc ª P) RNG < - K6

i

K2
i +

2
N - 1 6j 6k Kj Kk# ( 9)

又由已知多项式不等式

  6
N- 1

i= 1
6
N

j= i+ 1
( Ki - Kj )

2
= (N - 1) 6

N

i= 1
K2
i - 2 6

N- 1

j= 1
6
N

k= j+ 1
Kj Kk \ 0,

当且仅当 K1 = , = KN 时等号成立, 可知存在常数 0 < K [ 1, 使得(N - 1) K6 K2
i \

2 6 6 Kj Kk# 

代入( 9)式, 得N
*
A( K) R

*
( B ª P) R N A ( K) < 0# t

注 1 与文献[ 5]中的结果比较, 容易看出线性矩阵不等式条件( 6)更具一般性, 也就是说,如果存在 Pi 满

足文献[ 5]中提出的条件,那么也一定满足( 6)式, 反之则不一定成立# 

3. 1  凸多面体型

设 GP = GP( s , q) , qi \ 0, 6 iqi = 1 ,其顶点集为K G
P
= ( pij ( s ) ) : pij ( s) I K P

ij
 # 为

了得到G P的稳定性检验条件,先讨论G P的一个重要性质# 

引理 5  G P是D_稳定的充分必要条件是顶点集K G
P
的凸包是D_稳定的# 

证明  充分性: 任给棱边多项式矩阵 E( s) I E G
P
( s ) , 由定义(5) 可得, 存在一个指标序

列( l 1, ,, l n) I P n
n ,对于棱边多项式 p 1l

1
( s ) I E P

1l
1

 ( s) 对应的棱边多项式矩阵为

  E
( k)
1l

1
( s ) = ( eij ( s) ) n@ n:

e1l
1
( s) = p

( k )
1l

1
( s )

e ij ( s ) = pij ( s ) ,   i = 1, j X l 1# 

容易看出 E( s) = 6
m

k= 1K1kE
( k )
1l

1
# 对每一个多项式矩阵 E

( k )
1l

1
重复上面的分解过程, 直到 E

( k )

I K G
P
 # 根据引理 3, conv( K G

P
) 是 D_稳定的 ] G P ( s) 是 D_稳定的# 

必要性: 对任意 G( s ) I conv( K G
P
) ,有 G( s) = 6

n

i, j = 1Kij Kij ( s) , 式中 Kij I K G
P
 , Kij \

0且 6 i, j Kij = 1# 

令 Kij ( s ) = ( k
ij
hl ( s) ) n@ n, 可得 conv( K G

P
) < G P # t

根据引理 3和引理 5可以进一步写成简洁的形式, GP( s ) = 6
n

2

t= 1KtK
( t )
P ( s ) , 进而可以

容易得到下面的结果:

定理 2  若存在常数矩阵 Pi = P
*
i > 0和标量 K> 0, 使得下面线性矩阵不等式组

  

N *
K
( i )

P
R *

( Bc ª P i ) RN K
( i )

P
< - K,   i = 1, ,, n

2
,

N
*
K ( i )

P
R

*
( Bc ª Pj ) R N K ( i )

P
+ N

*
K (j )

P
R

*
( Bc ª P i ) R N K ( j )

P
<

2

n
2
- 1

,

        i = 1, ,, n
2
- 1; j = i + 1, ,, n

2
,

K [ 1

( 10)

有可行解,则 G P是鲁棒稳定的# 

3. 2  多线性型

设 G A = GA ( s, q) : q I Q ,其中 GA ( s , q) 如( 2) 中所定义, Q < RN 为不确定参数空

间,其顶点多项式矩阵集合表示为K G
A
= KA ( s ) = GA ( s, q) : q I K Q # 

引理 6  G A < conv( K G
A
)# 

证明  定义不完全多项式矩阵集合 G
( k )
A= 6

n

i= 1ai ( q) Ai ( s ) , q I K
( k)
Q # PG( s, q)
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I G A ,且 ai ( q) 是多线性函数,则

  G( s , q) = 6
n

i= 1

ai ( q) Ai ( s ) = 6 [ K1ai ( q
( 1)
1 ) + (1 - K1) ai ( q

( 1)
2 ) ] Ai ( s ) U

      K1G
( 1)
1 + (1 - K1) G

(1)
2 # 

显然, q
(1)
1 , q

(1)
2 I K

( 1)
Q ; G

(1)
1 , G

( 1)
2 I G

(1)
A 故G( s , q) I conv( G

(1)
A )# 对 G

(1)
1 、G

(1)
2 重复这个迭

代过程,根据引理 4,可得 G( s, q) I conv( G (N )
A )# 

由 G
( N)
A = K G

A
, G( s , q) I conv( K G

A
) ] G A < conv( K G

A
)# t

由引理6, v Ki \ 0, 且 6 i Ki = 1,使得 GA = 6
2
N

t = 1Kt K
( t )
G ( s) , K

( t )
G ( s ) I K G

A
 # 

定理 3  G A是鲁棒稳定的, 若存在常数矩阵 P i = P
*
i > 0和标量 K> 0, 使得下面的线

性矩阵不等式组有可行解# 

N *
K

( i )

G
R *

( Bc ª Pi ) R N K
( i )

G
< - K,   i = 1, ,, 2N ,

N *
K

( i )

G
R *

( Bc ª Pj ) RN K
( i )

G
+ N *

K
( j )

G
R *

( Bc ª Pi ) RN K
( j )

G
<

2

2N - 1
,

        i = 1, ,, 2
N
- 1; j = i + 1, ,, 2

N
,

K [ 1# 

( 11)

3. 3  反馈型

先考虑一个简单模型, 设 F = F( s) : F( s) = 6
n

i = 1pi ( s , q) Ci ( s) , q I Q , 其中

pi ( s , q)为区间多项式# 由Kharitonov定理知, p i ( s , q)的值集在复平面上是一个矩形, 令相

应的 4 个顶点表示为 p
( 1)
i ( s ) , p

( 2)
i ( s) , p

( 3)
i ( s) 以及 p

( 4)
i ( s )# 定义顶点集合K F为K F =

KF ( s) : KF ( s) = 6
n

i = 1
p

( l
i
)

i ( s) Ci ( s) , l i = 1, 2, 3, 4 ,一般情况下, 集合中有 4n 个元素# 

引理 7  F = conv( K F )# 

证明  令 K
( k)
F 为集合F 的不完全顶点, 由定义得

  K
( k)
F= 6

k

i = 1

p
( l

i
)

i ( s) Ci ( s ) + 6
N

i= k+ 1

p i ( s , q) Ci ( s ) , q I Q , li = 1, 2, 3, 4 # 

对于任意给定 K
( k )
F I K

( k )
F, 有

  K
( k)
F = 6

k

i= 1

p
( l

i
)

i Ci + p k+ 1Ck+ 1+ 6
n

i= k+ 2

p i ( q) Ci =

    6
k

i

p
( l

i
)

i Ci + ( K
( k+ 1)
1 p

(1)
k+ 1+ K

( k+ 1)
2 p

(2)
k+ 1+ K

( k+ 1)
3 p

(3)
k+ 1+

    K( k+ 1)
4 p

( 4)
k+ 1) Ck+ 1+ 6

n

i

pi ( q) Ci =

    K( k+ 1)
1 K

( k+ 1)
F1 + K( k+ 1)

2 K
( k+ 1)
F2 + K( k+ 1)

3 K
( k+ 1)
F3 + K( k+ 1)

4 K
( k+ 1)
F4 # ( 12)

显然, K ( k )
F I conv( K ( k+ 1)

F ) ,从而K
( k )
F < conv( K ( k+ 1)

F )# 

PF( s ) I F , 由上面的迭代关系, F( s ) 可以展开为如下形式:

  F( s) = 6
i

p i ( s, q) Ci ( s) = p 1C1 + 6
i= 2

p iCi =

      ( K(1)1 p
(1)
1 + K( 1)

2 p
(2)
1 + K( 1)

3 p
(3)
1 + K( 1)

4 p
( 4)
1 ) C1+ 6 p iCi =

      K(1)1 K
(1)
F1 + K(1)2 K

(1)
F2 + K( 1)

3 K
( 1)
F3 + K(1)

4 K
(1)
F4# 
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  由引理 4,可得 F( s) I conv( K F )# 另一方面,因为 p i ( s , q) 的值集是凸的, 由定义知, F

的值集也是凸的,而K F I F , 故 conv( K F ) < F # 综上可得F = conv( K F )# t

引理 8  对于( 3)式中定义的多项式矩阵集合 G F ,存在 4
Nn

2

个多项式矩阵,使得它们的凸

组合包含G F # 

证明  展开 G F , 得

  G F ( s ) = 6
N

i= 1

P i ( s, q) Ci ( s) = 6
N

i= 1

( p
( i )
kl ( s , q) ) ( c

( i )
kl ( s) )# ( 13)

由引理7,易知 G F包含于顶点多项式矩阵的凸包# t

用 V
( i )
F 表示顶点多项式矩阵,有下面的结论:

定理 4  G F是鲁棒稳定的充分条件为,存在常数矩阵 P i = P
*
i > 0和标量 K> 0, 满足

下面的线性矩阵不等式条件:

  

N *
V
( i )

F
R *

( Bc ª P i ) RN V
( i)

F
< - K,   i = 1, ,, 4Nn

2

,

N *
V
( i )

F
R *

( Bc ª Pj ) R N V
( i )

F
+ N *

V
(j )

F
R *

( Bc ª P i ) R N V
(j )

F
<

2

4Nn
2

- 1
,

  i = 1, ,, 4
Nn

2

- 1; j = i + 1, ,, 4
Nn

2

,

K [ 1# 

( 14)

4  算   例

例 1  考虑如下系统

  GA ( s ) = ( q1+ q2- 1. 3q3- q1 q2- 0. 7) A1( s ) +

      ( q 1+ 2. 1q 2- 0. 7q 1q 3+ 2q2 q3- 1) A2( s ) ,

其中

  A1( s ) =

62+ 35s + 7s
2
+ s

3
2+ 2s

2
10 + 4s + 0. 6s

2

4 + s + s
3 7+ s + 2s2 9+ 4s + 0. 4s2

3+ s
3 2 + s

2 10 + 4s + 0. 5s 2

,

  A2( s ) =

70+ 40s + 8s
2
+ 2s

3
2+ s

2
9+ 4s + 0. 4s

2

3 + 2s + s
3

6+ s+ s
2

10 + 4s + 0. 6s
2

2+ s
3 2 + 2s2 9+ 4s + 0. 5s2

,

图 1  多线性多项式矩阵的

根轨迹分布图

q1 I [ 1. 1, 1. 6] , q2 I [- 1, 0. 5] , q 3 I [- 1. 5, - 1]# 

根据定理 3,可以计算出线性矩阵不等式组是可行的,

从而知 GA( s ) 是鲁棒稳定的,图 1给出了其根轨迹分布图,

验证了这个结果的正确性# 

例 2  系统

GP( s ) =

  
[ 5+ 7s - 7s2

+ 4s 3
, 6 + 8s - 5s2

+ 5s 3
]

[- 3 + 3s + 6s 2
+ 4s3

, - 5 + 4s + 7s 2
+ 5s3

]

  
[ 8- 5s - 6s2

- 6s3
, 7- 6s - 7s2

- 5s3
]

[ 9+ 15s + 11s 2
+ 8s3

, 11+ 14s + 12s2
+ 9s3

]
# 
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  由定理2, 构造顶点多项式矩阵,然后通过计算可得对应的线性矩阵不等式是可行的# 

5  结  论

本文研究了多输入多输出系统的鲁棒 D_稳定性问题# 对于含有区间不确定参数的系

统,给出了 3种多项式矩阵模型,并分别讨论了它们在参数空间中的凸包性质# 文中还提出了

一种改进的鲁棒稳定性的线性矩阵不等式检验条件,从而得到各模型的鲁棒稳定性的数值检

验条件# 
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Abstract: The problem of checking robust D_stability of multi_in and multi_out (MIMO) systems is

studied. Three system models were introduced, i. e. multilinear polynomial matrix, polytopic polyno-

mial matrix and feedback system model. Furthermore, the convex property of each model with re-

spect to the parametric uncertainties was estabilished respectively. Based on this, sufficient cond-i

tions for D_stability were expressed in terms of linear matrix inequalities (LMIs) involving only the

convex vertices. Therefore, the robust D_stability was tested by solving an LMI optimal problem.

Key words: polynomial matrix; robust D_stability; linear matrix inequality; parametric uncertainty
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