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摘要 :  主要研究了热方程与波方程的非古典势对称群生成元及相应的群不变解# 研究表明对于

守恒形式的偏微分方程,可通过其伴随系统求得的非古典势对称群生成元来构造其显式解# 这些

显式解不能由方程本身的 Lie对称群生成元或 Lie_B¾cklund对称群生成元构造得到# 
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引   言

在微分方程(特别是对偏微分方程而言)的约化及显式解的构造的各种方法中, 对称群方

法是一种非常重要且应用广泛的方法# 文献[ 1~ 4]论述的经典 Lie对称群方法, 可用来构造

偏微分方程的显式解,并对方程本身进行约化# 偏微分方程的经典对称群,通常是指定义在自

变量及函数空间上将方程的解变为其它解的无限小连续变换# 同时将利用对称群方法构造得

到的解,称为方程的群不变解# 

Bluman和 Cole在文献[ 5, 6]中用一种新方法, 得到了守恒型偏微分方程的一种新的非局

部对称,这种对称既不是给定方程的 Lie点对称也不是其 Lie_B¾cklund对称, 这种对称被称为

偏微分方程的势对称(古典势对称)# 一般而言,由于偏微分方程的势对称确定方程比它的 Lie

对称群确定方程要少,所以要找出其所有的对称是非常困难的, 但同时也产生了找到新的对称

及群不变解的可能性,正因为如此,这种对称引起了广大研究者的兴趣# 

最近,古典势对称被进一步发展,推广到了非古典势对称# 文献[ 7]得到了波方程的几个

非古典势对称群生成元及其群不变解# 文献[ 8]利用 Burgers方程的非古典势对称群生成元构

造得到了新的显式解# 关于守恒型偏微分方程的非古典势对称群生成元的寻找及其相应群不

变解的构造还有大量的工作要做# 

在本文的第 1节,我们将给出一种求偏微分方程非古典势对称群生成元的方法; 第 2节则

以热方程及波方程为例, 说明方程非古典势对称群生成元的求法及其群不变解的构造# 
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1  寻找对称的方法

考察阶数 m \ 2的如下守恒形式的偏微分方程

  Di ( f
i
( y , u, u ( 1) , u (2) , ,, u ( m- 1) ) ) = 0, ( 1)

式中自变量 y = ( x 1, x 2, ,, xn ) , u为函数, u ( j ) ( j = 1, 2, ,, m- 1) 表示第 j 次偏导数的全体:

例如 u (1) = u1, u2, ,, un , u ( 2) = u11, u12, ,, unn , ,, (具体以 x 1 = t和x 2 = x 为自变量

来说, u (1) = ut , ux , u ( 2) = utt , u tx , uxx , u (3) = u ttt , u ttx , u txx , uxxx )# 同时定义算子

  Di =
5
5xi + ui

5
5u + uij

5
5 uj + ,+ uij

1
j
2
,j

m- 1

5
5uj

1
j
2

,j
m- 1

  ( i , j = 1, 2, ,, n)# 

因为方程组( 1)是守恒形式,所以存在 n( n - 1) / 2个函数 7
i , j
构成一个反对称张量( i <

j ) , 使得

  f
i
( x , u, u (1) , u (2) , ,, u ( m- 1) ) =

    6
i< j

(- 1)
j 5
5 xi 7

i , j
+ 6

j< i

(- 1)
i- 1 5

5x i
7

j , i   ( i , j = 1, 2, ,, n)# ( 2)

当 j X i + 1,则令函数 7
i, j

= 0,引入函数 v
i
= 7

i , i+ 1
( i = 1, 2, ,, n - 1) , 可将方程( 1)的伴

随系统( 2)变为如下形式的偏微分方程组

  

f
1
=

5v 1

5x 2
,

f
j
= (- 1)

j- 1 5v j

5xj+ 1
+

5v j- 1

5xj- 1
 ,

f
n
=

5 vn- 1

5x n- 1
# 

  ( 1 < j < n) , ( 3)

特别地,若 n = 2,令 x 1 = t , x 2 = x , f
1
= f 和f

2
= - g, 则将方程组( 1)写成

  5f
5 t -

5g
5x = 0# ( 4)

选取函数 7
1, 2

= v
1
= v, 于是伴随系统( 2)变为

  

5 v
5x = f ( t , x , u, u ( 1) , u (2) , ,, u (m- 1) ) ,

5v
5t = g ( t , x , u, u (1) , u (2) , ,, u ( m- 1) )# 

( 5)

假设方程组( 5)具有如下形式的 Lie对称群生成元

  V = S( t , x , v)
5
5 t + N( t , x , v)

5
5x + <( t , x , u, v)

5
5u + G( t , x , u , v )

5
5 v, ( 6)

式中的对称群生成元系数函数 S、N、<和 G通过求解下面的对称群确定方程组得到

  

V
[ m- 1] 5v

5x - f 5v
5x- f = 0,

5v
5 t- g= 0

= 0,

V
[ m- 1] 5v

5x - g 5 v
5x- f = 0,

5 v
5 t - g= 0

= 0# 
( 7)

只要对称群生成元系数函数 S、N、<中的任何一个显含 v(系数函数 G不作此要求) , 则得到的

对称群生成元给出方程组( 5)的一个古典势对称群生成元# 为了寻找方程组( 5)的非古典势对

称群生成元,还要附加下列边条件

  Su t + Nux - < = 0, Sv t + Nvx - G= 0# ( 8)
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即,首先利用式( 5)和( 8)求出偏导数 ut、ux、vt、vx , 再将它们代入对称群确定方程组(7) , 求出

系数函数 S、N、<和 G# 

2  应   用

在此节中, 将以用标准Lie对称群方法分析过的热方程及波方程为例, 对非古典势对称群

生成元的求法及相应群不变解的构造进行具体讨论说明# 

首先,考察热方程的非古典势对称群生成元

  ut = uxx# ( 9)

将其写成守恒形式

  Dt ( u ) - Dx( ux ) = 0# ( 10)

相应的一阶微分方程组为

  vx = u, v t = ux ; ( 11)

附加边条件为

  
Sut + Nux = <,

Sv t + Nvx = Sux + Nu = G;
( 12)

由条件( 12)可以得到

  
u t =

1
S
( G- uN) ,

ux =
<
S
-

1
S
ux =

<
S

-
N
S
2 ( G- uN)# 

( 13)

方程组( 11)的对称群确定方程组为

  
V

[ m- 1]
( vx - u) | ( Su

t
+ Nu

x
= <, Sv

t
+ Nv

x
= G) = 0,

V
[ m- 1]

( v t - ux) | ( Su
t
+ Nu

x
= <, Sv

t
+ Nv

x
= G) = 0# 

( 14)

将其展开得

  

Gx + ux ( Gx - Sx ) + u( Gv - Nx ) - uuxSv - u
2Nv = <,

Gt - <x - ux ( <u - Nx - Gv + St ) -

  u( <v + Nt ) + ut ( Gu + Sx ) + uutSv - u
2
xSv = 0# 

( 15)

将式( 13)代入方程组( 15) , 则有

N
S
Sv - Nv u

2
+ Gx +

G
S
( Gu - Sx ) - <+ Gv - Nx -

N
S
( Gu - Sx ) -

G
S
Sv u = 0,

Gt - <x -
G
S
( <u- Nx - Gv + St ) +

N
S
( Sx + Gv ) -

NG
S2

( Sx + Gu) -
G
2

S2
Sv +

  
N
S
( <u - Nx - Gv + St ) - <v - Nt +

N2

S2
( Sx + Gu) +

<
S
Sv +

NG
S2

Sv u = 0# 

( 16)

至此, 我们只需要从方程组( 15)或( 16)中解出所有可能的系数函数就得到所有的对称# 

要得到方程组( 15)或( 16)的一般解是非常困难的,我们仅仅考察一些特解# 当系数函数 S X 0

且 G= uN,则显然有 < = 0, 它们构成方程组( 16)的一组特解,由这组特解得到非古典势对称

群生成元为

  V1 = S
5
5t + N

5
5x + uN

5
5 v, ( 17)
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式中系数函数 S X 0, N显含变量 v# 虽然式(17) 给出方程组(11) 的无穷多的非古典势对称群

生成元,但是容易证明由这些对称群生成元得到的不变解仅为常数# 因而要得到对热方程有

意义的非古典势对称群生成元,系数函数 N和 G必须满足关系式G X uN# 

这里应该指出的是系数函数 S X 0是从方程组(12) 得到关系(13) 的必要条件# 接下来,

首先考察系数函数 S = 0的情况, 若 S= 0,从方程组(12) , 得到 ux = </ N, vx = G/ N= u , 将

它们代入方程组( 15) ,则有

  

N2Gx + N<Gu + NG( Gv - Nx ) - G2Nv = N2<,

N
3
( Gt - <x) - N

2
( <( <u - Nx - Gv ) + G( <v + Nt ) ) +

  (D t ( G) N- GD t ( N) ) NGu = 0# 

( 18)

解方程组( 18) ,可以得到如下一组特解

  N= - 2at + b, < = av + ( ax + c) u + Ax , G= ( ax + c) v + A( x , t ) ,

其中 a、b和 c为任意常数,函数 A( x , t ) 需要满足热方程# 由该组解得到的非古典势对称群生

成元为

  V2 = (2at + b)
5
5x + ( av + ( ax + c) v + Ax )

5
5u + ( ( av + c) v + A) u

5
5v , ( 19)

不过,容易验证从( 19)式中并没有得到热方程的任何新的对称# 

令系数函数 N= - 1/ ( v + d) , G= e( d , e是非零常数) ,则由方程组(18) 的第 1个方程求

得系数函数 < = - e
2
, 它们构成方程组( 18)的一组特解,其对应的非古典势对称群生成元为

  V3 =
1

v + d
5
5x - e

2 5
5 u + e

5
5v# ( 20)

由非古典势对称群生成元( 20)可构造得到热方程的如下显式解

  u( x , t ) = ex + f# ( 21)

当然,解( 21)也可以利用非经典方法由热方程的经典 Lie对称群生成元5 t 构造出来# 

选取系数函数 N= tan( x+ g) , G= v ( g 是常数) , 则由方程组(18) 的第 1个方程可得到系

数函数 <= - v tan( x + g) , 它们构成方程组( 18)的一组特解,其对应的非古典势对称群生成元

为

  V3 = tan( x + g)
5
5x - v tan( x + g )

5
5u + v

5
5v# ( 22)

由式( 22)可构造得到热方程的如下显式解

  u( x , t ) = sin( x + g ) eh- t
, ( 23)

式中 h 是常数# 

选取系数函数 N= cot( x + g1) , G= v( g1是常数) ,则由方程组(18) 的第 1个方程可得到

系数函数 < = - v tan( x + g1) , 它们构成方程组( 18)的 1组特解,其对应的非古典势对称群生

成元为

  V5 = cot( x + g1)
5
5x - vcot ( x + g1)

5
5 u + v

5
5v# ( 24)

由( 24)可构造得到热方程的如下显式解

  u( x , t ) = cos( x + g1) e
h
1
- t

, ( 25)

式中 h1是常数# 

注  解( 23)和( 25)都不可能由热方程 Lie对称群生成元构造得到# 

220 秦  茂  昌    梅  凤  翔    许  学  军



现在,考察系数函数 S X 0的情况,当 S X 0时,由方程组( 16)可以得到下列特解

  

S = 4it 2+ j , N= 4ix t + k ,

< = - 2ixy - ( ix
2
+ 6it + m ) u + Ax ,

G= - ( ix
2
+ 2it + m ) v + A( x , t ) ,

与其对应的非古典势对称群生成元为

  V6 = (4it2 + j )
5
5 t + (4ixt + k)

5
5x + (- ( ix

2
+ 2it + m ) v + A( x , t ) ) 5

5v +

    (- 2ixv - ( ix
2
+ 6it + m ) u + Ax )

5
5u# ( 26)

同样,下列函数

  S = n, N= - 2t + o , < = v + xu, G= xv

也是方程组( 16)的一组特解, 与其对应的非古典势对称群生成元为

  V7 = n
5
5 t + (- 2t + o)

5
5x + ( v + xu)

5
5 u + xv

5
5v# ( 27)

很遗憾,到目前为止,未能利用非古典势对称群生成元( 26)和( 27)构造得到热方程的新显

式解# 

选取系数函数 S= S( x , v ) (其显含 v) , N= 0并且令 G= pS( p 是常数) ,则由方程组(16)

的第 1个方程可以得到 < = 0, 它们构成方程组( 16)的 1组特解,其对应的非古典势对称群生

成元为

  V8 = S( x , v )
5
5 t + pS( x , v)

5
5v# ( 28)

由式( 28)可构造得到热方程的如下显式解

  u( x , t ) = ( x + p ) t +
( x + p )

3

6
+ qx + r , ( 29)

式中 q、r 是常数# 

接下来,我们考察( 1+ 1)维波方程的非古典势对称群生成元

  utt = uxx# ( 30)

写成守恒形式为

  Dt ( u t ) - Dx( ux) = 0; ( 31)

相应的一阶微分方程组为

  vx = ut , vt = ux ; ( 32)

附加边条件为

  Su t + Nux = <, Sv t + Nvx = Sux + Nu t = G# ( 33)

综合式( 32)和( 33) ,可得到

  ut =
S<- NG
S2- N2

, ux =
SG- N<
S2- N2

# ( 34)

若采用文献[ 7]的方法,将式( 34)代入非古典势对称群生成元确定方程

  
Gt + u t ( Gu - Nt - <v + Sx) + ux( Gv + Nx - <u - St ) - <x = 0,

Gx + ux ( Gu + Nt - <v - Sx) - ut ( Gv - Nx - <u+ St ) - <t = 0# 
( 35)

化简求解是非常复杂而困难的# 由式( 34) , 可以直接得到

  ux + u t =
G+ <
S+ N# ( 36)
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令 ( G+ <) / ( S+ N) = W( t , x , u, v ) , 综合式( 30)和( 36) ,可得

  Dt ( W) - Dx ( W) = 0# ( 37)

由于 v x = ut和v t = ux ,通过适当的选择待定函数 W, 可以很简单的得到文献[ 7]中所求得的非

古典势对称群生成元及相应的不变解, 而且能够得到更多的非古典势对称群生成元,且计算较

为简单# 
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Nonclassical Potential Symmetries and

Invariant Solutions of Heat Equation

QIN Mao_chang1, 2,  MEI Feng_xiang2,  XU Xue_jun2

( 1. School of Scien ce , Chongqin g Techn ology and Bu siness Un iver sity ,

Chongqin g 400067, P . R . China ;

2. School of Sci ence , Beijing Institute of Technology ,

Beijing 100081, P . R . China )

Abstract: Some nonclassical potential symmetry generators and group_invariant of heat equation and

wave equation were determined. It is shown that new explicit solutions of conserved equations can be

constructed by using the nonclassical potential symmetry generators which are derived from their ad-

joit system. These explicit solutions cannot be obtained by using the Lie or Lie_B¾ cklund symmetry

group generators of differential equations.

Key words: nonclassical potential symmetry generators; heat equation; wave equation; explicit solu-

tion
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