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摘要: � 从考虑损伤的粘弹性材料��� 一种卷积型本构关系出发, 应用 Timoshenko 梁的基本变形假

设, 建立损伤粘弹性T imoshenko 梁的静、动力学行为研究的数学模型. 分析了损伤粘弹性Timoshenko

梁在阶跃载荷作用下的准静态力学行为, 在 Laplace 域中得到了挠度和损伤的解析表达式�� 应用数

值逆变换技术, 考察了材料粘性参数对梁的挠度和损伤的影响, 得到不同时刻损伤和挠度随时间

的变化曲线��
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引 � �言

粘弹性材料是自然界广泛存在的一类材料, 例如聚合物, 复合材料, 岩石, 混凝土等��同

时, 工程中所用的材料, 有的在自然状态下就是一种明显的多孔介质, 如混凝土, 木材, 石料和

陶瓷等; 有的材料由于冷热加工过程, 载荷与温度的变化, 化学和射线的作用以及其它多种环

境的影响, 使材料内部存在和产生微观的以至宏观的缺陷, 造成材料力学性能的逐步劣化, 从

而使结构强度明显削弱, 寿命缩短��所以通常材料的劣化_损伤是不可避免的, 这早就引起材

料科学, 力学, 工程设计和生产部门工作者的相当重视��

对粘弹性 Euler_Bernoulli 梁和Timoshenko 梁的静、动力学行为的研究常常采用 Galerkin 方

法, 其本构关系多为微分型[ 1] , Boltzmann 叠加原理[ 2] 或 Leaderman 本构关系[ 3]��但对于线性的

Timoshenko 梁的拟静态和动态问题可以采用Laplace 变换技术使问题转化到拉氏空间中进行求

解, 然后进行Laplace 逆变换或数值Laplace 逆变换, 得到原问题的解��Akoz 和Kadioglu [ 2] 利用

对应原理和数值 Laplace 逆变换方法讨论了线性粘弹性Timoshenko 梁的静、动力学行为��朱正

佑等[ 4] 利用粘弹性材料的三维分数导数型本构关系, 分析粘弹性 Timoshenko 梁的在阶跃载荷

作用下的准静态力学行为, 得到了问题的精确表达式, 并考察了一些材料参数对梁的变形的影

响��本文既考虑材料的粘性, 同时又计及材料的损伤, 从材料的 Boltzmann 本构定律[ 5, 6] 和考虑
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空洞损伤的线弹性本构规律[ 7] 出发, 建立了损伤粘弹性铁木辛柯梁拟静态的运动微分方程, 并

应用 Jacobi 多项式作正交函数系的数值逆变换方法, 在数值上分析了拟静态的损伤粘弹性

Timoshenko 梁丰富的准静态力学行为, 考察了材料参数对损伤粘弹性 Timoshenko 梁准静态力

学行为的影响��

1 �损伤粘弹性固体的动力学方程

设 u i、�ij、�ij 和D- 分别是损伤粘弹性体的位移、应变、应力分量及损伤变量, 它们均是坐标

xi 和 t 时间的函数��根据连续介质力学的基本规律, 它们满足如下方程

运动微分方程

� � �ij , j + f i - ��u i = 0, ( 1)

� � �k �D- - �D- , ii + �D- + �( D- - D-
0
) - ��kk + l = 0�� ( 2)

几何方程

� � �ij = ( ui , j + uj , i ) / 2�� ( 3)

本构方程[ 7, 8]

� � �ij = C1 � �ij + C2 � �kk�ij - �( D- - D-
0
) �ij , ( 4)

上式中 C1 和 C2 为粘弹性材料的性质函数[ 9]
, 它们和蠕变函数 J 1 和 J 2 的关系为 C1 =

L- 1
[ 1/ ( s

2�J 1) ] , C2 = L- 1
[ (�J 1 - �J 2) / s

2�J 1( �J 1+ 2�J 2) ]
[ 9]�� 式中, (�) 和L- 1 分别表示Laplace变

换和逆变换, s 是变换参数��符号�是 Boltzmann 算子, 定义为

� � �1( t ) � �2( t ) = �1( 0+
) �2( t ) + ��1( t ) * �2( t ) =

� � � � �1( 0+
) �2( t ) +�

t

0+
��1( t - �) �2( �) d�,

在( 1) 式~ ( 4) 式中, f i 为已知体积力, �为参考构形的已知密度, k 为已知平衡惯量, l 是已知外

在平衡体积力�� �, �, �, �为材料的特征常数, D-
0
是初始损伤��

2 �损伤粘弹性Timoshenko 梁的运动微分方程

Euler_Bernoulli 梁的理论是建立咱平截面假设的基础之上, 该理论对于细长梁能够给出较

为精确的结果��但对于短而粗的梁, 这种理论就不再适用�� 20 世纪 20 年代, T imoshenko 提出

了梁的修正理论, 保留了平截面的假设, 但认为梁的横截面变形后发生了一个转角��Timo-

shenko 梁理论计及了横截面剪切变形和转动惯性的影响��
考虑如图 1所示的梁, 设 Ox 轴为截面的中性轴, Oy , Oz 轴为截面的惯性主轴�� 设梁是等

截面的, 横截面面积为 A, 高为 h, 长为 l , 密度为 �, 作用于梁的载荷平行于 yz 平面, 在 xy 和xz

平面上的分量分别记为 q( x , t ) , p ( x , t )��

假定梁的位移场为[ 10]

� � u1 = u( x ) + y�( x ) + z�( x ) , u2 = v ( x ) , u3 = w ( x ) , ( 5)

其中, �和�是绕 z_轴和y_轴的转动角��在小变形的假设下, 相应地应变分量为

� � �x =
�u
�x + y

��
�x + z

��
�x , �xy =

1
2
�+
�v
�x , �xz =

1
2
�+
�w
�x , ( 6)

这时, 由( 4) 和( 6) 式可得

� �
�x = ( C1 + C2) �

�u
�x + y

��
�x + z

��
�x - �D̂- ,

�xy = C 1 � �v
�x + � , �xz = C1 � �w

�x - � ��
( 7)
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容易求得内力分量的表达式

� � Tx = ��A
�xdA = ��A

( C1 + C2) �
�u
�x + y

��
�x

+ z
��
�x - �D̂- dA =

� � � �A ( C1 + C2) � �u
�x -��A

�D̂- dA,

� � Qy = ���A
�xy dA =

1
2
���A

C1 � �v
�x + � dA =

�A
2

C1 � �v
�x + � ,

� � Qz = ���A
�xzdA =

1
2 ���A

C1 � �w
�x + � dA =

�A
2 C1 � �w

�x + � ,

� � My = ��A
�xz dA = ��A

( C1 + C2) �
�u
�x + y

��
�x + z

��
�x - �D̂- z dA =

� � � � Iy( C1 + C2) �
��
�x -��A

�D̂- z dA,

� � M z = ��A�xydA = ��A
( C1 + C2) �

�u
�x + y

��
�x

+ z
��
�x - �D̂- ydA =

� � � � Iz( C1 + C2) � ���x -��A
�D̂- ydA ,

这里 Tx 、Qy、Qz 分别表示横截面上沿坐标Ox , Oy , Oz 轴方向的拉伸和剪切内力; My、Mz 分别表

示绕 Oy , Oz 轴的内弯矩��A 为横截面的面积; Iy、Iz 分别为横截面对Oy , Oz 轴的惯性矩, 它们

分别定义为: Iy = ��A
z

2dA , Iz =��A
y

2dA, �为剪切修正系数; D̂- = D- D0 为损伤增量��由Timo-

shenko 梁微元的平衡, 不难求出其运动微分方程

� �

�Tx

�x = �A�u ,
�Qy

�x + Tx
�2

v

�x 2 + q = �A�v,
�Mz

�x - Qy = �Iz ��,

�Qz

�x + Tx
�2w
�x 2 + p = �A�w ,

�My

�x - Qz = �Iy ����
( 8)

将力的各表达式代入( 8) , 可得到用位移 u( x , t ) , v ( x , t ) , w ( x , t ) , 转动 �( x , t ) , �( x , t )

和损伤增量 D̂- ( x , t ) 表示的损伤线性粘弹性Timoshenko 梁的位移形式的运动微分方程

� �

A ( C1 + C2) �
�2

u

�x 2 - ���A

� D̂-

�x dA = �A�u ,

�A
2

C1 �
�2 v

�x 2 +
��
�x + Tx

�2v
�x 2 + q = �A�v ,

Iz( C1 + C2) �
�2 �
�x 2 - ���A � D̂-

�x ydA -
�A
2

C1 �
�v
�x + � = �Iz��,

�A
2

C1 �
�2w
�x 2 +

��
�x + Tx

�2w
�x 2 + p = �A �w ,

Iy( C1 + C2) � �
2
�
�x 2 - ���A

� D̂-

�x z dA -
�A
2 C1 � �w

�x + � = �Iy ����

( 9)

损伤增量 D̂- 的运动微分方程为

� � - �k D̂
�

- = - �D̂- , ii + �D̂
�

- + �D̂- - �
�u
�x + y

��
�x + z

��
�x + l�� ( 10)

梁的边界条件一般给定如下

1) 端部自由: 在 x = 0 或 x = l 处有端部条件
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图 1� Timoshenko梁示意图

� �

��
�x = 0,

��
�x

= 0,
�1A
2

C1 �
�v
�x + � - N

�v
�x = 0,

�2A
2 C1 � �w

�x + � - N
�w
�x = 0,

�D̂-
�x = 0��

( 11a)

2) 端部简支: 在 x = 0 或 x = l 处有端部条件

� � u = 0, v = 0, w = 0, ��/�x = 0, ��/�x = 0, D̂- = 0�� ( 11b)

3) 端部固定: 在 x = 0 或 x = l 处有端部条件

� � u = 0, v = 0, w = 0, �= 0, � = 0, D̂- = 0�� ( 11c)

梁的初始条件

设粘弹性物体初始时 ( t < 0) 处于自然状态, 且当 t = 0 时满足如下初始条件

� �

u | t= 0 = u
0
, �u | t = 0 = �u 0

, v | t = 0 = v
0
, �v | t = 0 = �v 0

,

w | t= 0 = w
0
, �w | t = 0 = �w 0

, � | t= 0 = �
0
, �� | t = 0 = ��0

, � | t= 0 = �
0
,

�� | t = 0 = ��0
, D̂- | t = 0 = 0, D̂

�

- | t= 0 = D̂
�

-
0
,

( 12)

其中, u
0
, �u0

, v
0
, �v 0

, w
0
, �w 0

, �0
, ��0

, �0, ��0
, D̂-

0
, D̂
�

-
0
是 x 的已知函数�� 微分方程和边界与初始条

件( 9) ~ ( 12) 构成了损伤线性粘弹性 Timoshenko 梁动力学行为的初边值问题��

3 �梁的拟静态行为

3. 1 �梁的拟静态行为的数学模型和拉氏数值反变换

考察简支损伤粘弹性 Timoshenko 梁在准静态情况下的力学行为�� 设梁受到均布载荷

q ( x , t ) = q0H ( t) 的作用, 这里 q0 为常数, H ( t ) 是单位Heaviside 函数�� 则弯曲只发生在 xy

平面内, 因而 �= 0, w = 0, 若不受轴力作用, 故可认为位移 u = 0�� 此时损伤增量可假设为坐

标 y 三次函数, 即

� � D̂- ( x , y , z , t ) = D̂ ( x , t )
y

3

3
-

h
2

4
y ,

因此, ( 9) 式简化为

� �

�A
2

C1 �
�2 v

�x 2 +
��
�x + q = 0,

Iz( C1 + C2) � �
2
�

�x 2 +
Ah

4

60
�� D̂-

�x -
�A
2

C 1 � �v
�x + U = 0# 

( 13)

损伤 D̂ ( x , t ) 的运动微分方程为

  - A
5

2
D̂

5x
2 + XD̂

#
+ ND̂ -

84B

17h
2

5 U

5 x
= 0# ( 14)

其边界条件由( 11b) 可写为

270 程 昌 钧    盛 冬 发   李 晶 晶



v( x , t ) = 0,
5 U
5x

= 0, D̂ = 0   ( x = 0, l )# ( 15)

利用弹性与粘弹性的对应原理, 得到在 Laplace 变换域中损伤粘弹性Timoshenko 梁满足的方程

  

FA
2 s�C 1( s )

5
2

�v

5x
2 +

5 �U
5x

+
q0

s
= 0,

Iz s[ �C1( s ) + �C 2( s) ]
5

2
�U

5 x
2 +

Ah
4

60
B5 D̂

-

5 x
-

FA
2

s�C 1( s)
5�v
5x

+ �U = 0,

- A
5

2
D̂
-

5 x
2 + Xs D̂

-

+ ND̂
-

-
84B

17h
2

5 �U

5 x
= 0,

( 16)

其中 �v ( x , s) = L[ v( x , t ) ] , �U( x , s ) = L[ U( x , t ) ] , �C 1( s) = L[ C1( t ) ] , �C 2( s) = L[ C2( t ) ] ,

D̂
-

( x , s) = L [ D̂ ( x , t ) ] 为相应函数的Laplace 变换# 对应的边界条件为

  
�v ( 0, s ) = 0, �v ( l , s ) = 0,

5 �U( 0, s)
5x

= 0,

5 �U( l , s)
5x

= 0, D̂
-

( 0, s) = 0, D̂
-

( l , s) = 0# 

( 17)

对于标准线性固体, 材料的松弛函数 C1( t ) = C1( 0) [ c0 + c1exp(- A1 t ) ]# 假定材料的泊

松比 M = const, 即C2( t ) / C1( t ) = M( 1- M) = M1# 由( 16) 可得在Laplace 域内损伤的微分方程

为

  
54

D̂
-

5 x
4 -

X
A

s +
N
A

+
84B2

85As ( 1+ M1) �C1( s )
5

2
D̂
-

5 x
2 -

84q0 B

17h
2
IzA s

2
( 1+ M1) �C1( s )

= 0,

( 18a)

对于上式在给定的边界条件下的解可写为

  D̂
-

= a( s) e F( s) x
+ b( s ) e- F( s)x

+ d( s ) +
G( s) l

2

2
x
l

1-
x
l

, ( 18b)

其中

  

a( s ) =
G ( s)

( e F( s) l
+ 1) F ( s)

, b( s ) =
e

F( s) l
G( s )

( e F( s) l
+ 1) F( s )

, d( s ) = -
G ( s )
F ( s )

,

F( s) =
X
A

s +
N
A

+
84B2

( s + A1)

85AC1( 0) ( 1 + M1) ( s + c0 A1)
,

G( s) =
q 0 B( s + A1)

Izs [ ( 1+ M1) C 1( 0) ( s + c0 A1) ( Xs + N) - B
2
( s + A1) ]

# 

( 19)

将( 18b) 代入到方程( 16) 的第 3 式中, 可得

  �v ( x , s) =
q0( s + A1) l

2

FAC1( 0) s( s + c0 A1)
x
l

1-
x
l

+

    
A
B

a( s) e F( s) x
+ b( s ) e- F( s)x

+
G ( s) l

2

2
x
l

1 -
x
l

-

    
( Xs + N)

B
a( s) e

F( s) x
+ b ( s) e

- F( s) x

F( s )
-

d( s) l
2

2
x
l

1 -
x
l

+

    
G ( s) l

2

2
x

3

6l
-

x
4

12l
2 -

l
12x -

2 B2
( s + A1)

F ( s)
2
l

2
C1( 0) ( 1 + M1) ( s + c0 A1) ( Xs + N)

# 

( 20)

求得拉氏空间中的解答后, 用数值方法作逆变换可以计算 v( x , t )# 象函数 f ( t ) 的拉氏
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变换已知为�f ( s) , 则相应的原函数 f ( t ) 可以表示为[ 7]

  f ( t ) = 6

]

i= 0
C i <i ( t ) , ( 21)

式中 Ci 是常数; <i ( t ) 为一组用 Jacobi多项式表示的正交函数# 引入参量 D, 经变量代换 x =

2exp(- Dt) - 1, 则有

  t = -
1
Dln

1+ x
2 , e

- st
=

1 + x
2

s / D

, ( 22)

记 g ( t ) = f
- 1

D
ln

1 + x
2

= f ( t ) , 于是, 拉氏变换式 �f ( s) =
Q

]

0
f ( t ) e

- st
dt 可以写作

  �f ( s )
1

2 D Q

1

- 1

1+ x
2

s/ D- 1

g ( x ) dx , ( 23)

设 g ( x ) 在[ - 1, 1] 区间可展开成 Jacobi 多项式的级数, 即

  g( x ) = 6

]

n= 0

CnP
(0, K)
n ( x ) , ( 24)

式中, P
(0, K)
n ( x ) 为 n 阶标准的 Jacobi 多项式, 即

  P(0, K)
n ( x ) =

(- 1)
n

2n
n!

( 1+ x )
- K dn

dx
n[ ( 1- x )

n
( 1 + x )

n+ K
]# ( 25)

将式( 25) 代入( 24) , 并令 s = ( K+ k + 1) D, 可得

  D�f [ ( K+ k + 1) D] = 2
- ( K+ k+ 1)

Q

1

- 1
( 1+ x )

K+ k
6

]

n= 0
CnP

(0, K)
n ( x ) dx , ( 26)

式中, K为一参数# 利用展式

  ( 1 + x )
k

= 6

k

r = 0
arP

(0, K)
r ( x ) ( 27)

和 Jacobi 多项式的正交性, 得

  Q

1

- 1
( 1 + x )

k
( 1+ x )

KP(0, K)
r ( x ) dx = ar

2K+ 1

2r + K+ 1
, ( 28)

将P( 0, K)
r 表示为

  P
(0, K)
r ( x ) = 6

r

n= 0
bn( 1 + x )

n
# ( 29)

将( 29) 代入( 28) 得到

  ar
2K+ 1

2r + K+ 1
=

Q

1

- 1
( 1+ x )

k+ K
6

r

n = 0
bn ( 1+ x )

n dx =

    b 0
2k+ K+ 1

k + K+ 1
+ b1

2k+ K+ 2

k + K+ 2
+ , + br

2k+ K+ r+ 1

k + K+ r + 1
# ( 30)

假设 ar 是参量 k 的函数, 则上式可写为

  ar
2K+ 1

2r + K+ 1 =
Qr( k )

[ k + ( K+ 1) ] [ k + ( K+ 2) ] , [ k + ( K+ r + 1) ]
,

其中, Qr ( k ) 是 k 的 r 阶多项式# 利用( 27) 和( 28) 可定出 Qr( k )

  Qr( k ) = 2k+ K+ 1
[ k - ( r - 1) ] [ k - ( r - 2) ] [ k - ( r - 3) ] , [ k ]# ( 31)

将( 27) 代入( 26) , 考虑到 Jacobi 多项式的正交性, 得

  D�f [ ( K+ k + 1) D] = 6

k

r = 0

k( k - 1) , ( k - r + 2) ( k - r + 1)
( k + K+ 1) ( k + K+ 2) , ( k + K+ r + 1)

Cr, ( 32)

式中, k = 0, 1, 2, , 都成立# 当 k = 0, 该式右边应为 C0/ ( K+ 1)# 由( 32) 能得到相应于 k
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= 0, 1, 2, , 的一组方程, 从而求出系数C0, C1, C2 , # D 和K是较小的可调数, 调整 D及K 可改

善收敛情况# 而相应的原函数可以表示为

  f ( t ) = 6

N

i= 0
C iP

(0, K)
i [ 2exp(- Dt) - 1] , ( 33)

取N = 10, D= 0. 3, K = 0# 结合( 32) 和( 18) 、( 20) 可分别得到损伤和挠度的 Jacobi 多项式的

系数, 代入( 33) 后可得到损伤和挠度随时间的变化的表达式# 

3. 2  数值算例

取一个等截面的粘弹性梁, 密度 Q = 500 kg/m
3
, 长度 l = 4 m, 截面积 A = 1 m

2
, 高 h =

1 m, 材料的常数为 X = 1 MPa# s, A= 8 GPa# m2
, N= 12 GPa, B= 10 GPa, c0 = 0. 9, C1( 0) =

10 GPa, M1 = 0. 3, 剪切常数 F = 5/ 6, 载荷 q0 = 1 @106 N/ m# 应用上述的数值反变换方法, 分

别计算在不同的材料的粘性参数 A1 下梁中点的挠度和损伤随时间变化的曲线# 

图 2 x = l/ 2处挠度随时间变化曲线   图 3 x = l/ 2处损伤随时间变化曲线

  图 4 A1 = 0. 5时,不同时刻的挠度曲线  图 5  A1 = 0. 5 时,不同时刻的损伤曲线

在不同的材料参数 A1 下, 图 2 和图 3 分别示出了梁中点处的挠度和损伤随时间的变化曲

线# 表明损伤和梁的挠度有相同的变化规律, 同时说明材料参数 A1 对梁的拟静态行为的影响

比较明显# 当 A1 = 0时, 梁的挠度和损伤都不会随时间产生变化, 当 A1增大时, 梁的挠度和损

伤增大# 但当 A1增大到一定值时, 由于材料粘性作用, 梁的挠度和损伤随时间减小, 最后达到

稳定的平衡状态# 

当 A1 = 0. 5 时, 图 4和图 5分别给出了梁在不同时刻的挠度和损伤曲线# 说明梁在突加

载荷作用下的初始一段时间挠度和损伤增大较快, 长时间的行为终将趋于一个稳态值# 
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Q u a s i_ S t a t i c A n a l y s i s f o r V i s c o e l a s t i c

T i m o s h e n k o B e a m s W i t h D a m a g e

C HENG Ch ang_jun
1

,  S H E N G D o n g_ f a
1, 2

,  L I J i n g_ j in g
1

( 1. Shangha i Institute of Applied Mathem atics and M echanics ; Departm ent of Mechan ics ,

Shan gha i Univer sity , Shanghai 200072, P R China ;

2. Depar tment of Electr om echanic and Aut om atic En gin eer ing ,

Fujian Un iver sity of Technology , Fu zhou 350014, P R China )

Abst ra ct : Based on convolution_type constitutive equations for linear visco elastic materials w ith dam-

age and the hypo theses of Timoshenko beams, the equations governing quasi_static and dynamical be-

havior of T imoshenko beams with damage were fir st der ived. The quasi_static behavior of the vis-

coelastic Timoshenko beam under step lo ading w as analy zed and the analytical solution w as obtained

in the Laplace tr ansformation domain. The deflection and damage curves at different time were ob-

tained by using the numerical inver se transform and the influences of material parameters on the quasi_

static behavior of the beam were investigated in detail.

Key w ords: viscoelastic solids with damage; Timosenko beam; quasi_static response
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