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摘要:  对扩散、化学反应或瞬态温度场问题, 给出了具有 4 阶精度、自起步的隐式时间积分算法 1

算例显示,其精度和稳定性都好于四阶 Runge_Kutta 法,并且保留了原系数矩阵的稀疏存储方式和

稀疏矩阵的运算规则,使紧缩存储技术和减少计算时间有效的结合1 以旋转填充床内的竞争串联

反应为算例,表明该算法是有效的1
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引   言

对于扩散、化学反应动力学方程或瞬态温度场问题,在空间离散后将得到一个以时间为变

量的一阶常微分方程组1对于这样的常微分方程组的数值解法已有悠久的历史,有很多专著

和教科书[ 1~ 4]介绍了各种数值解法,如 Euler 法、Crank_Nickolson法、Runge_Kutta 法和其他多步

法,如 Adams_Bashforth等1多步法,当其步数多时, 精度很高,其缺点是不能自起步, 在开始计算

的若干步必须借助其他的单步法1四阶 Runge_Kutta法是较常用的方法,该方法稳定性较差1专
著[ 1]给出了一个具有 4阶精度的算法,数据存储要求是满阵的, 只有质量阵是集中质量阵或

对角阵才能保留原稀疏矩阵的存储方式 1 精细积分法[ 5, 6]可以得到具有计算机精度的数值

解,但要求满阵存储和满阵运算1
本文提出的隐式直接积分法, 是基于隐式 Adams的多步积分法[ 1] , 所不同的是, 近似被积

函数的插值函数所取的参数不同1Adams方法是用当前时间点和以前若干时间点上已经求得

的函数值作参数,而本文方法所取的参数是当前时间已经求得的函数值及其导数和下一时间

步欲求的函数值,这样方程的右端也有下一时间步的函数值,所以本方法是隐式的 1 然而,本

算法保留了原稀疏矩阵的存储方式和稀疏矩阵的计算方法, 节省了空间和计算时间1 算例显
示,在时间步较大时,本文的结果无论是精度和稳定性都好于四阶Runge_Kutta法1

我们将本方法应用于旋转填充床微观混合的扩散、竞争串联化学反应的计算,所要计算的
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是两种流体的液滴经过两层填料之间的化学反应过程 1实际上本问题还包含有对流项, 但这

里假定流体是匀速流动的,借助流动坐标变换,将一个对流扩散的化学反应问题变换成一个扩

散、化学反应问题, 避开了由于对流项的存在而引起计算上的麻烦[ 2~ 4]1

1  四阶精度的隐式算法

1. 1  积分格式

已知常微分方程组

  MÛx = - Ax + f ( t )1 ( 1)

将方程( 1)的两端乘以 M
- 1
(对于通常的空间离散步骤, M

- 1 一般是存在的) ,得

  Ûx = - M
- 1
Ax + M

- 1
f ; ( 2)

积分方程( 2) ,有

  x( t ) = x( tk ) + Q
t

t
k

(- M
- 1
Ax + M

- 1
f )dF; ( 3)

将方程( 3)的两端乘以矩阵 M, 有

  Mx( t ) = Mx( tk) - AQ
t

t
k

x( F)dF+ Q
t

t
k

f (F)dF1 ( 4)

在 tk 时刻,假定 x( t k) 是已知的, 则可由上式求在 t = tk + S时刻的x ( tk + S) ,其中 S是给定

的时间步,在(4) 式中令 t = tk + S, 则有

  Mx( tk + S) = Mx ( tk) - AQ
t
k
+ S

t
k

x (F) dF+ Q
t
k
+ S

t
k

f ( F)dF1 ( 5)

方程( 5)右端积分号下的 x(F) ( t k [ F[ tk + S) 是未知的, 可由下面具有 4阶截断误差的三

次多项式近似:

  x( t ) = x( tk ) + Ûx ( tk) ( t - tk) + &x( t k) ( t - tk )
2
/ 2 +

      a3( t - tk)
3
/ 6 + O( t - tk)

4
, ( 6)

其中 x( tk )、Ûx( tk )、&x ( tk ) 在 t k时刻是已知的1令 t = tk + S, 则有

  a3 =
6

S3 x( tk + S) - x( t k) - Ûx( tk ) S- &x( t k)
S2

2
1 ( 7)

将( 6)式代入( 5)式,得校正的具有 5阶截断误差的 x( t k + S) , 有方程

  Mx( tk + S) = Mx ( tk) -

    A x( t k) S+ Ûx( t k) S
2

2
+ &x( t k) S

3

6
+ a3

S4

24
+ O( S

5
) + Q

t
k
+ S

t
k

f (F) dF; ( 8a)

将 Ûx ( tk) = M
- 1
[- Ax( tk) + f ( tk ) ] , &x( t k) = M

- 1
[- AÛx( t k) + Ûf ( tk) ] 代入上式,整理后有方

程

  E#x( tk + S) = R#x ( tk) + Fk + Q
t
k
+ S

t
k

f ( F)dF; ( 8b)

  E = M+
S
4
A, R = M-

3S
4
A +

S2

4
AM

- 1
A -

S3

24
AM

- 1
AM

- 1
A , ( 9)

  Fk = M
- 1 S

2

4 f k +
S

3

24 + Ûf k -
S

3

24M
- 1
AM

- 1
f k , ( 10)

上式中的下标 k 表示函数在时间 tk 时的值1(8) 式是个隐式方程, 由(10) 式可以看出,矩阵 E
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保留了原系数矩阵稀疏的存储方式,其三角化 LDL
T 也保留了稀疏矩阵的存储方式1至于右端

项虽然有矩阵相乘, 矩阵 R是个方的满矩阵,但可以逐次作矩阵和列向量相乘,如 AM
- 1
Ax =

A [ M
- 1
( Ax ) ] ,这样作也能够保留稀疏矩阵的存储方式及带状阵和列向量相乘的运算,不需要

存储满矩阵 R1

1. 2  稳定性讨论

n阶联立方程组(8) ,在 KMx = - Ax特征系统坐标系下,将转化为 n个互不耦联的独立的

微分方程[ 1]1因此在特征系统坐标系下,应用方程(8b) 于任何一个方程,其中的矩阵都是一个

实数,令 M = 1, A = - K, 则( 8b)式成为

  x ( tk + S) = 1-
3S
4
K+

S2

4
K2
-
S3

24
K3 1 +

S
4
K #x ( tk)1

显然只有

  1 +
S
4
K > 1-

3S
4
K+

S2

4
K2
-
S3

24
K3

,

  0 < KS < 5. 5, 0 < S <
5. 5
Kmax

时,算法才是稳定的1 这里的时间步比文献[ 1]中条件稳定的 Euler 法的步长大一倍1
1. 2. 1  算例:求解常微分方程组

  
1 0

0 1

Ûx 1

Ûx 2

=
- 2 1

1 - 2

x 1

x 2

,

初始条件: x1(0) = 1, x 2(0) = 01

  M =
1 0

0 1
, A =

- 2 1

1 - 2
1

图1中给出了本文积分算法和 Runge_Kutta方法的计算结果,其中,实线 A是解析解, 带黑

点的点线 Int是本文积分算法的结果,带叉的虚线 R 是 Runge_Kutta 法的结果, 显然, 在较大的

时间步长时本文方法给出较好的结果1

 图 1  精确解和数值解的比较         图 2  一维初始值问题 y (2h) 的精确解与数

(时间步长 S = 0. 8 ) 值解的比较(时间步长 S = 0. 003 )

1. 2. 2  解一维初始值问题[ 1]

  yd = Ûy ,   0 < x < 1, t > 0,

  y (0, t ) = 1, yc(1, t ) = 0,   t > 0,

  y (0, t ) = 0,   0 [ x [ 11
求解域[ 0, 1]分 6个相等的单元,单元形函数取 3次多项式, 以 y 1、y 2、y

c
1、y

c
2 为节点参数1 图 2
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显示了 y (2h) 的计算值和解析解值随时间的变化,时间步长 S= 0. 0031为了清晰,其左图用放

大的尺寸仅显示了在 0. 04 s前的结果,已经看出 Runge_Kutta的结果趋于发散1 而右图没有给
出Runge_Kutta法的结果,是因为该方法给出了一个发散的结果 1显然,本文方法较 Runge_Kut-

ta法有较好的稳定性 1

1. 3  非线性常微分方程组的求解

求解非线性问题一般都用迭代法, 本文将非线性项都合并到右端项中,即( 8)式的积分项

  Q
t
k
+ S

t
k

f ( F, x( F) )dF1

往往为了方便积分, 函数 f ( t , x( t ) ) 取为在 t = tk 时刻的常数值或区间 t k [ t [ tk + S的线

性函数,则有

  Q
t
k
+ S

t
k

f ( F, x( F) )dF= S#f ( tk , x ( tk) ) ( 11)

或    Q
t
k
+ S

t
k

f ( F, x( F) )dF= S
2
[ f ( tk , x( tk) ) + f ( tk + S, x( t k + S) ) ] , ( 12)

其中 x( tk + S) 用其预测值 x( tk + S) = x( tk) + S#Ûx ( tk)1 用( 12)式,虽然迭代的次数可能少

些,但计算预测值要花费时间1对于每个时间步要作迭代,直到所求的解满足一定的精度,再

计算下一个时间步1

2  基于层状扩散模型的二维化学反应动力学方程

作为本算法的应用, 研究在旋转填充床内两个液膜在通过填料层后的混合、扩散、反应,为

旋转填充床内混合机理的研究提供基础1 由于旋转填充床内液体并非以连续相的形式存在,

而是被旋转填料粉碎为液体微元, 这些微元的形状和运动很复杂, 本文采用层状扩散模

型
[ 7, 8]1 模型如图 3所示,两片厚度为 D( y 轴方向)、长度为 L ( x 轴方向)的液膜, 它们在( 0, 0)

处相遇,然后一起沿着 x 轴方向流动1由 Reynold数定义可得:

  Re =
4DvQ
L

U 20 < 25,

图 3 层状扩散模型

故可以认为它们的流动是层流1
简化假定有:两片液膜相遇前沿 x 轴方向的速度相同; 沿 y 轴方向

的速度v y不大,两片液膜的 vy互相抵消,即 vy = 0,同时忽略由此造成的

相遇时的扰动;沿 z 轴方向没有流动, 因此简化为二维平面流动 1
由此推导出的旋转填充床内对流扩散化学反应动力学方程为

  
5 ci
5t + vx

5 ci
5x = D

52
ci

5x 2 +
52
ci

5 y2 - ri , ( 13)

式中, v x为x 方向的速度; ci为i组分的浓度; D为分子扩散系数; ri为化

学反应项,即 i组分的化学反应消耗速率1
2. 1  方程的无量纲化及流动坐标系的建立

本例计算的是 1_萘酚与对氨基苯磺酸重氮盐的偶氮化合竞争串联反应 1采用 A、B、R、S

分别代表1_萘酚、对氨基苯磺酸重氮盐、一次产物(单偶氮染料)、二次产物(双偶氮染料) ,该反

应为:A+ B yR; B+ R yS,对应公式( 13)中的反应项分别为
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rA = k1 cA cB, r B = k1 cA cB + k 2 cB cR,

rR = - k1 cA cB + k 2 cB cR, rS = - k 2 cB cR,
( 14)

其中, k 1和 k2 为速率常数 1故( 13)式无量纲化后得:

  
5C i

5T + VX
5C i

5X =
52
C i

5X 2 +
52
C i

5 Y2 - mR i ,   i = A, B, R, S1 ( 15)

其反应项为

  RA =
k1

k2
CACB, RB =

k1

k2
CACB + CBCR,

  RR = -
k1

k2
CACB + CBCR, RS = - C BCR1

上式中无因次变量分别为:无因次时间 T = tD / D2
;无因次浓度 C i = ci / cB0;无因次速度 VX =

vxD/ D;无因次坐标 X = x / D, Y = y / D;混合模数 m = k 2cB0D
2
/ D1

假定速度 v x 在整个计算域上是不变的,故本例采用流动坐标系,将对流、扩散化学反应动

力学方程转化为只有扩散的化学反应动力学方程1 引入流动坐标变换:

  Xc= VXT - X , ( 16a)

  Yc = Y, ( 16b)

则

  
5C i

5T X = const
=

5Ci
5Xc

5Xc
5T +

5Ci
5T Xc= const

= VX
5Ci
5Xc+

5Ci
5T Xc= const

, ( 17a)

  VX
5Ci
5X = - VX

5C i

5Xc1 ( 17b)

将( 17)式代入( 15)式可得在流动坐标系下无量纲化的扩散反应动力学方程

  
5C i

5T =
52
Ci

5Xc2 +
52
C i

5 Yc2- mRi ,   i = A, B, R, S1

为书写方便,省略 Xc、Yc的上标直接写为

  
5C i

5T =
52
C i

5X 2 +
52
C i

5 Y2 - mR i ,   i = A, B, R, S1 ( 18)

2. 2  扩散反应方程的空间离散及其解法

采用 Galerkin [ 9]法离散方程( 18) 1将矩形域划分为矩形单元, 单元形函数取 X 和 Y 方向的

三次多项式,节点参数取节点的浓度及其X和Y方向的导数1由形函数的定义,例如, A物质的

浓度可以离散地表示为

  CA( X , Y) = N( X , Y)#a, ( 19)

其中 a
T
= a1, a2, ,, an 表示浓度 CA 在 n 个节点上的值, N ( X , Y) 是形函数矩阵 1 借助

Galerkin法离散方程(18) , 浓度 CA( X , Y) 方程的弱形式:

  QQ8
wCAd 8 = QQ8

w
52
CA

5X 2 +
52
CA

5 Y2 d 8 - QQ8
wmRAd 8, ( 20a)

其中权函数

  w I W = w I C
0
, w | 5 8 = 0 1 ( 20b)

形函数满足条件( 20b) , 于是取形函数作权函数, 有下面离散方程:

  M#Ûa = E#a - Fa , ( 21)
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其中系数矩阵

  M = QQ8
N

T
Nd 8, E = -QQ8

5NT

5X
5N
5X +

5NT

5 Y
5N
5 Y d 8 ,

  Fa = QQ8
N

T
mRAd 8 = mQQ8

N
T
( a

T
N

T
Nb)d 81

上式的积分可以用Gauss数值积分1类似可以得到关于浓度 CB、CR、CS,即列向量 b、r、s的方

程,其矩阵 M 和E不变,只有右端项变化1 方程( 21)借助( 8b)式求解 1
初始条件 ( T = 0) :

  X = 0, 0 [ Y [ 1, a0 = 1; 1 [ Y [ 2, b0 = 1;

  X > 0, a0 = b0 = r0 = s0 = 01
边界条件为:

  X = 0 ( Xc = Vx#T) , 0 [ Y [ 1, a = a0; 1 [ Y [ 2, b = b01
以上各式中的下标 0表示在时间 t = 0时刻有关向量满足坐标区间各分量的值 1

变换式( 17)相当于在流体上建立一个固定坐标系, 在该坐标系上的计算域就是流体流过

的区域,因此其计算域随着时间增加而增加, 如图 41 流体(在 X 方向) 流过一个空间步长的时

间是 S= dX / VX1当0 < T < S时, 计算域(在 X 方向) 只是一个空间步长,这一个空间步长上

的流体的化学反应时间是 S1当0 < T < 2 @ S时,计算域则是两个空间步长,对于流体介质前

端空间网格, 即第2列网格上的流体,其化学反应时间是 2S;而第1列网格上流体介质,由于是

刚刚流入计算域,其化学反应时间是 S1依此类推,在0< T < j @ S时,各个列的空间网格上参

加反应的物质其化学反应时间分别为 S, 2S, ,, jS1例如T = 16S, T = 20S时,计算域如图 4所

示1

( a) T = 16S时刻的计算域         ( b) T = 20S时刻的计算域

图 4 不同时刻的计算域

2. 3  计算结果及讨论

考虑旋转填充床内一层填料中的化学反应,总的计算域为199 @ 12的网格, X 方向的间距

为0. 4,总长为79. 6; Y方向间距为0. 166 7,总宽为21无量纲速度 VX = 100;混合模数M = 012;

速率常数 k1 = 3 800, k2 = 1. 561液体流到网格的最右端( X = 79. 6) 处, 停止计算1图 5和图

6给出了此时不同截面上物质 A和物质R的变化1
从图 5中可以看出,沿流动方向,一次产物 R基本上随 X 坐标的增加而增加, 但是反应物

A的浓度却是逐渐减小的1从图6可看出在A和B物质交界的地方, 迅速反应生成R物质,故

Y = 1. 0附近物质R的浓度最大,两侧的浓度逐渐减小1当 Y > 1时,物质A的浓度不等于零
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   图 5  Y = 0. 833 截面上物质          图 6  X = 76 截面上物质A 和 R

A和 R的浓度分布 的浓度分布

反应了扩散作用 1

3  结   论

给出了计算扩散反应化学动力学方程的具有 4阶精度、自起步的隐式算法 1算例表明算
法是有效的,当时间步长较大时其精度明显的好于 Runge_Kutta法, 其稳定性好于 Runge_Kutta

法1本算法应用于旋转填充床内的竞争串联化学反应动力学方程计算,给出了符合实际的结

果1在效率方面,本算法保留了原系数矩阵的稀疏存储方式, 因此该算法也保留了适于稀疏矩

阵的运算的计算方法,如带状矩阵的三角化分解及带状矩阵和列向量相乘的运算,这样既节省

存储空间又节省计算时间 1
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Abstract: The time integration method with four_order accuracy, self_starting and implicit for the dif-

fuse chemical reaction kinetics equation or the transient instantaneous temperature filed equation was

presented. The examples show that both accuracy and stability are better than Runge_Kutta method

with four_order. The coefficients of the equation are stored with sparse matrix pattern, so an algorithm

is presented which combines a compact storage scheme with reduced computation cost. The compu-

tation of the competitive and consecutitive reaction in the rotating packed bed is taken as examples

which shows that the method is effective.

Key words: step_by_step integration; diffuse; chemical reaction kinetics; rotating packed bed;

micro_mixing
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