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摘要:  在有限变形动力学的框架下, 研究了在非均匀温度场中组合热超弹性球体, 在表面均布拉

伸死载荷作用下的动态孔穴的生成和增长问题1 首先建立了相应的非线性数学模型, 利用换元积

分方法求得了孔穴半径与外加载荷之间的一个精确的微分关系,并进行了数值计算, 得到了不同

温度下球体中孔穴生成时的临界载荷和分叉曲线1 考察了参数对孔穴生成与增长的影响,并与相

应的静态结果进行了比较1 结果表明孔穴是以一个有限的半径突然出现的, 且随时间的演变孔穴

半径呈现周期性的非线性振动;当温度升高, 临界值降低, 同时在相同的条件下动态临界载荷低于

静态临界载荷1
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引   言

孔穴的生成和增长或者孔穴分岔现象是材料失稳的一个基本特征,是材料破坏的先兆而

受到人们的广泛关注[ 1] 1孔穴生成现象最初是 Gent和 Lindley[ 2]于 1958年在拉伸均匀密实的

硫化橡胶圆柱体的试验中发现的 1Williams和 Schapery[ 3]于 1965年在对橡胶球体的类似实验

中也观察到孔穴的突然生成现象,此后许多类似的现象陆续被发现 1孔穴的非线性理论是从
1982年 Ball的工作开始的, Ball

[ 4]
建立了这类问题的理论框架, 找到了一类存在分岔解的超势

函数,给出了孔穴萌生的条件1Horgan和Abeyaratne
[ 5]
于 1986年分析了超弹性材料中预存微孔

在外加载荷作用下的突然增长问题,并将此描述成一个分叉问题 1此后,Horgan和 Polignone[ 6]

对超弹性材料中的孔穴生成问题做了综述性的评论 1 关于超弹性材料中的动力学问题,

Kowles[ 7]分析了不可压圆柱体的振动问题, Guo 和 Solecki[ 8] , Calderer[ 9]等人研究了球体和球壳

的振动问题,着重分析了产生周期性运动的条件1Chou_Wang 和 Horgan[ 10]分析了 neo_Hookean

材料球体受到表面突加载荷动态孔穴生成问题,指出外加载荷大于临界值时,球体中存在一个
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内部孔穴的分叉解1 最近, 任和程[ 11, 12]分析了一种横观各向异性超弹性材料中孔穴的动态生

成问题,指出物体的周期性运动和各向异性程度有关1
由于橡胶、聚合物等材料经常在高温和有限制的环境中使用,在这种情况下必须考虑材料

的热力学性能1 非线性热超弹性材料的本构模型由热弹性势能描述,最新进展见 Casey[ 13] ,其

中,所提出热超弹性本构模型的基本假设认为温度是线性的,且其热力学影响仅存在于热扩散

过程1Nicholson和 Nelson
[ 14]
提出了广义不可压 Mooney 热超弹性模型, Nicholson 和 Lin

[ 15]
提出

了关于近似不可压弹性体的一般热超弹性本构模型1
本文的目的是研究组合热超弹性材料中的动态空穴生成问题1 首先, 建立了非均匀不可

压组合热超弹性材料在表面均匀拉伸死载荷作用下的动态孔穴生成和增长问题的非线性数学

模型,采用换元积分方法求得了孔穴半径与外加载荷之间的一个精确的微分关系(孔穴半径满

足的一个 2阶微分方程) ;给定外加载荷, 在初始条件下求解此微分方程,可以得到孔穴半径随

时间变化的演化规律,同时可得到不同温度下球体中孔穴生成时的临界载荷和分叉曲线 1数
值结果证明:孔穴是以一个有限的半径突然出现的,且随时间的演变孔穴半径呈现周期性的非

线性振动;当温度升高, 载荷的临界值降低 1 振动的相图, 最大振幅, 近似周期和临界载荷都

得到了1与静态情况进行了比较指出,在相同条件下,动态孔穴生成时的临界载荷小于静态孔

穴生成时的临界载荷 1

1  问题的数学描述

考察由两种不可压缩热超弹性材料组合成的球体,在表面突加径向均匀拉伸死载荷 p 0作

用下的有限变形动力学问题1设一个半径为 B 的实心球, 在其内部嵌人一个半径为 A 的小球,

在半径为 A 处,两球体永远粘合在一起,因此,两球体满足径向位移和径向应力的连续性条件

1设变形前组合球体所占区域为球坐标系( R , ( , 5 )中的区域: D0= ( R , ( , 5) | 0 [ R < B ,

0 < ( [ 2P, 0 < 5 [ P ,并设变形前球体中位于( R, ( , 5) 的点在时刻 t 运动到( r , H, U) 位

置,则球体的球对称运动可表示为

  r
[ i ]

= r
[ i ]

( R , t ) > 0; r (0+ , t ) \ 0, H[ i ] = ( [ i]
, U[ i]

= 5 [ i]   ( i = 1, 2) , ( 1)

式中, r
[ i]

( R , t ) 为两个待定函数1如没有特殊申明,当0 [ R [ A 时, [ i ] = 1表示为与内圆

球相关的量;当 A [ R [ B 时, [ i ] = 2表示与外圆球体相关的量1当 r (0+ , t ) S 0时,球体中

没有孔穴生成, 当 r (0
+
, t ) > 0, 有孔穴生成现象1

由材料的不可压缩性条件,可得

  r
[ i ]

= r
[ i ]

( R , t ) =
3

R
3
+ ( c

[ i ]
( t ) )

3
,   c

[ i ]
( t ) \ 0, t \ 0, ( 2)

式中, c
[ i ]

( t ) (孔穴的半径) 为时间的待定函数1 利用 r = a 表面处径向位移连续性条件,可

得, c
[ 1]

( t ) = c
[ 2]

( t ) = c( t ) , r
[ 1]

( R , t ) = r
[ 2]

( R , t ) =
3

R
3
+ ( c( t ) )

31于是,有

  KR = h( r, c)
2/ 3

, K( = K5 = h( r, c)
- 1/ 3

, h( r , c) S 1 -
c( t )
r

3

, ( 3)

这里   K[ i]
R =

5r [ i] ( R , t )
5R , K[ i]

( = K[ i ]5 =
r
[ i ]

( R, t )
R

为相应的主伸长 1设球体的材料为与不可压 Gent_Thomas材料对应的热超弹性材料,其应变能

函数可写为如下形式[ 16] :

W = C
[ i ]

1 ( I 1- 3) + C
[ i]

2 ln
I 2
3

+ Q[ i ] C
[ i]

3 T 0
T
T 0

ln
T
T 0

+ 2C
[ i ]

4 ( T - T 0) ( I1- 3) , ( 4)
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其中, T - T 0 是温度的改变量, I 1、I2 为应变张量的第一和第二不变量;取材料参数[ 16]
C

[ 1]
1 =

0. 117 MPa, C [ 1]
2 = 0. 172 MPa, C [ 1]

3 = 1 506 J/ ( kg#K) , Q[ 1] = 950 kg/ m3
, C

[ 1]
4 = - A[ 1] K[ 1] , A[ 1]

= 6. 36 @ 10- 4 K- 1
, K[ 1] = 0. 422 5 MPa,初始温度 T 0 = 300 K1

根据连续统理论[ 17] , Cauchy应力张量的非零分量为

S[ i ]rr ( r , t ) = 2C
[ i ]
1 h ( r , c)

3/ 4
- 2C

[ i ]
2

1

1+ 2h( r, c) 2
+

  4C
[ i]
4 ( T - T 0) h( r , c)

3/ 4
- p

[ i ]
( r , t ) ,

S
[ i ]
HH ( r , t ) = S[ i ]UU( r , t ) = 2C

[ i ]
1 h( r , c)

- 2/ 3
- 2C

[ i ]
2

1

1 + 2h( r , c)- 2 +

  4C
[ i]
4 ( T - T 0) h( r , c)

- 2/ 3
- p

[ i]
( r , t ) ,

( 5)

式中, p
[ i]

( r , t ) 为待定的静水压力1

假设球体的温度改变量为 $T = T - T 0,其中, T 0是初始温度1并设温度场 $T 是球对称

的,则通过解热传导方程,容易得到内外球体的温度场

$T
[ 1]

=
Aab$T b + [ (1- A) bc - ac] $T c

(1- A) bc + Aab - ac
+

Aabc($Tc - $T b)

(1 - A) bc + Aab- ac
# 1

r

  ( c [ r [ a) , ( 6)

$T [ 2]
=

[ (1- A) bc + Aab] $T b - ac$T c

(1- A) bc + Aab - ac
+

abc( $T c - $Tb)

(1 - A) bc + Aab- ac
# 1
r

  ( a [ r [ b ) , ( 7)

式中, A= K1/ K2, K1、K2分别是内外球体的热传导系数,并且 $Tc、$T b分别为球体内外表面的

温度改变量1
当忽略体积力时,球体应力分量满足的运动微分方程为

  
5S[ i ]rr

5r +
2
r
( S[ i ]rr - S

[ i]

HH ) = Q[ i] &r ,   t \ 0, ( 8)

式中, Q
[ i]
为材料的密度 1球体表面受突加死载荷 p 0 > 0作用时的边界条件为

  
S
[ 2]
rr ( b , t ) = 0,   t < 0,

S
[ 2]
rr ( b , t ) = p 0

B
b

2

,   t \ 0,
( 9)

式中, b = r ( B, t ) =
3

B
3
+ ( c( t ) )

3 为已变形球体的外半径1 当有孔穴生成时,则表面自由

的孔穴的边界条件为

  S
[ i ]
rr ( c, t ) = 0, c( t ) > 0,   t \ 01 ( 10)

假设 t = 0时球体处于自然状态,则 r ( R , 0) = R , Ûr ( R, 0) = 01因此,初始条件为

  c(0) = 0, Ûc = 01 ( 11)

由径向应力的连续性条件,得

  S[ 1]rr ( a, t ) = S[ 2]rr ( a, t )1 ( 12)

因此, 问题是对给定的突加死载荷 p 0> 0,求满足运动微分方程(8) ,边界条件(9)、(10) 和

初始条件(11) 及连续性条件(12) 的待定函数 p
[ i ]

( r, t ) 和 c( t ) \01如果存在 c( t ) > 0的解,

意味着球体中有一个半径为 c( t ) 的孔穴生成,它将随时间 t 而演化, 故问题有分叉解存在;若

c S 0, 则球体仍保持为实心球体,没有孔穴生存,问题不存在分叉解1
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2  问题的求解

不难看到, 对任意的 p 0 > 0问题总存在一个平凡解

  p
[ i ]

( r , t ) = - p 0, c( t ) = 0,   t \01 ( 13)

它对应于初始的未变形状态 r ( R , t ) = R, 相应的应力状态为均匀应力状态, 即 S[ i]rr ( r , t ) =

S
[ i]
HH ( r , t ) = S[ i ]UU( r, t ) = p 01为寻求 c( t ) > 0的解, 将不可压条件(2) 对 t 微分两次,并将结果

及应力分量( 5)代入运动方程( 8)可得

5
5 r

2C
[ i ]
1 h( r , c)

4/ 3
- 2C

[ i ]
2

1

1+ 2h( r , c) 2
+ 4C

[ i ]
4 $T [ i ]

h ( r , c)
4/ 3

- p
[ i ]

( r , t ) +

  2
r

2C
[ i]
1 ( h( r , c)

4/ 3
- h( r , c)

- 2/ 3
) - 2C

[ i]
2

1

1+ 2h( r, c)
2 -

1

2+ h( r , c)
- 2 +

  2
r
[ 4C

[ i]
4 $T [ i ]

( h( r , c)
4/ 3

- h( r , c)
- 2/ 3

) ] =

  2cr- 5
( r

3
- c

3
)

dc
dt

2

+ r
- 2

c
2 d2 c

dt2
1 ( 14)

将上式对自变量 r 从 c到 r 积分, 可得

2C
[ i ]
1 h( r , c)

4/ 3
- 2C

[ i]
2

1

1 + 2h( r , c)
2+ 4C

[ i]
4 $T

[ i ]
h( r , c)

4/ 3
- p

[ i ]
( r , t ) +

  p
[ i]

( c, t ) + J
[ i ]

( r ) = 2Q[ i ] c
dc
dt

2 c
3

4r 4
-

1
r
+

3
4c + Q[ i ] c2

d2 c

dt 2
1
c
-

1
r

, ( 15)

式中

  

J
[ 1]

( r ) = Q
r

c

2
r

2C [ 1]
1 ( h ( r , c)

4/ 3
- h( r , c)

- 2/ 3
) -

  2C [ 1]
2

1

1+ 2h( r , c)
2-

1

2 + h( r , c)
- 2 dr +

  Q
r

c

2
r

4C [ 1]
4 $T [ 1]

( h( r, c)
4/ 3

- h( r , c)
- 2/ 3

) dr   (0 [ r [ a) ,

J
[ 2]

( r ) = Q
a

c

2
r

2C
[ 1]
1 ( h( r, c)

4/ 3
- h( r, c)

- 2/ 3
) -

  2C [ 1]
2

1
1+ 2h( r , c) 2

-
1

2 + h( r , c)
- 2 dr +

  Q
a

c

2
r

4C [ 1]
4 $T [ 1]

( h( r , c)
4/ 3

- h( r , c)
- 2/ 3

) dr +

  Q
r

a

2
r

2C [ 2]
1 ( h( r , c)

4/ 3
- h( r , c)

- 2/ 3
) -

  2C [ 2]
2

1

1+ 2h( r , c) 2
-

1

2 + h( r , c)
- 2 dr +

  Q
r

a

2
r

4C
[ 2]
4 $T

[ 2]
( h( r, c)

4/ 3
- h( r , c)

- 2/ 3
) dr   ( a [ r [ b) ,

( 16)

这里, a =
3

A
3
+ c

31将( 15)式代入( 5)式,可得

  S[ i ]rr ( r, t ) = 2Q[ i] c
dc
dt

2
c
3

4r4
-

1
r
+

3
4c +

398 程   昌   钧    梅    波



    Q[ i] c2 d
2
c

dt 2
1
c
-

1
r

- J
[ i]

( r ) - p
[ i ]

( c, t )1 ( 17)

再将其代入( 12)式得到

  p
[ 2]

( c, t ) - p
[ 1]

( c, t ) = 2( Q[ 2] - Q[ 1] ) c
dc
dt

2
c
3

4r
4 -

1
a

+
3
4c +

    ( Q[ 2] - Q[ 1] ) c2
d2c

dt 2
1
c
-

1
a

1 ( 18)

利用( 10)式, 得 p
[ 1]

( c, t ) = 01在(17) 式中令 r = r ( B , t ) = b =
3

A
3
+ c

3
并代入( 9)式得到

  p 0 1+
c
B

3 - 2/ 3

= 2Q[ 2] c
dc
dt

2
c
3

4b 4-
1
b
+

3
4c + Q[ 2] c2

d2 c

dt 2
1
c
-

1
b

-

    2( Q[ 2] - Q[ 1] ) c
dc
dt

2
c
3

4a
4 -

1
a
+

3
4c

+

    ( Q[ 2] - Q[ 1] ) c2 d
2
c

dt 2
1
c
-

1
a

- J
[ 2]

( b)1 ( 19)

二阶非线性常微分方程( 19)给出了孔穴半径 c 和外加载荷p 0 之间的一个精确的微分关系,当

给定外加载荷 p 0时, 在初始条件(11) 下求解此方程, 可以得到孔穴半径 c( t ) 随时间变化的演

化规律1

3  数值计算与结果分析

令 x ( t ) = c( t ) / B , 则( 19)式可以改写为

  p 0(1+ x
3
)
- 2/ 3

= 2Q
[ 2]

B
2
x

dx
dt

2 x
3

4(1+ x )
4/ 3-

1

( 1+ x )
1/ 3+

3
4x +

    Q[ 2] B2
x
2 d2x

dt
2

1
x
-

1

(1 + x )
1/ 3 -

    2( Q[ 2] - Q[ 1] ) B3
x

dx
dt

2
B

3
x
3

4a4 -
1
a
+

3
4Bx +

    ( Q[ 2] - Q[ 1] ) B3
x
2 d2x

dt 2
1
Bx

-
1
a

- f ( x )1 ( 20)

注意到 J
[ 2]

( b) 是 c( t ) 的函数,因此,也是 x ( t ) = c( t ) / B 的函数,记为 f ( x )1x ( t ) 应满足的
初始条件为

  x (0) = 0,
dx (0)
dt

= 01 ( 21)

应用关系 v = dx / dt , d2x / dt 2 = vdv/ dx , 容易得到如下微分方程

  2p 0x
2
(1+ x

3
)
- 2/ 3

= Q[ 2] B 2 d
dx

x
4
v
2 1

x
-

1

(1+ x
3
)
1/ 3 - 2x 2

f ( x ) -

    ( Q
[ 2]

- Q
[ 1]

) B
2 d
dx x

4
v
2 1

x
-

1

(1+ x
3
)
1/ 3 1 ( 22)

将( 22)对自变量 x 从 0到 x 积分可得

  2p 0( (1 + x
3
)
1/ 3

- 1) = Q
[ 2]

B
2
x
4
v
2 1

x
-

1

(1 + x
3
)
1/ 3 -

    ( Q[ 2] - Q[ 1] ) B2
x
4
v
2 1

x
-

1

( A+ x
3
)
1/ 3 - g ( x ) , ( 23)

式中, A= A/ B, 而 g ( x ) 为

  g( x ) = 8Q
x

0
y
2Q

a

By

1
r

C
[ 1]
1 ( h( r , c)

4/ 3
- h( r , c)

- 2/ 3
) -
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    C
[ 1]
2

1

1 + 2h( r , c) 2
-

1

2 + h ( r , c)
- 2 drdy +

    8Q
x

0
y
2Q

a

By

2
r

C
[ 1]
4 $T

[ 1]
( h( r , c)

4/ 3
- h( r , c)

- 2/ 3
) drdy +

    8Q
x

0
y
2Q

b

a

1
r

C
[ 2]
1 ( h( r, c)

4/ 3
- h( r , c)

- 2/ 3
) -

    C
[ 2]
2

1

1 + 2h( r , c) 2
-

1

2 + h ( r , c)
- 2 drdy +

    8Q
x

0
y
2Q

b

a

2
r

C
[ 2]
4 $T [ 2]

( h ( r , c)
4/ 3

- h ( r , c)
- 2/ 3

) drdy   ( a [ r [ b )1 ( 24)

根据振动理论, 当且仅当在相平面 x_v 中, 相图是一条封闭曲线, 且有一个有限的周期 T

= Rdx
v
,运动 x ( t ) 是周期的1对给定的 p 0,如果当 v = 0时方程(23) 存在 x > 0根,则周期

性运动 x ( t ) 就会产生 1在方程( 23) 中令 v = 0可得

  2p 0(
3

1+ x
3
- 1) = - g ( x )1 ( 25)

对给定的 p 0 > 0, 如果方程(25) 存在 x > 0的根, 则这个根相应振动过程中孔穴半径的最大

值,记作 xm1 此时,球体内部有一个孔穴生成且可以扩展, 直到达到其最大值 xm, 然后这个孔

穴半径逐渐减至零, 再重复这个循环过程1在不同的内外边界温度的情况下,对(25) 式进行数

值计算1当 x y 0+ 时可得到 p 0的临界值 p cr, 其数值结果列在表 1和表 2中 1计算中我们选
取两种材料参数,即,情况 1: 外球体的材料参数均为内球体材料参数的 2倍;情况 2:外球体的

材料参数均为内球体材料参数的 0. 5倍1 从表 1、表 2可以看出,在内边界温度相同的情况下,

随外边界温度的升高,临界载荷降低,球体容易发生孔穴生成;在外边界温度相同的情况下,随

内边界温度的升高, 临界载荷也会降低,球体容易发生孔穴生成1 同时,在相同条件下,动态孔

穴生成时的临界载荷小于静态孔穴生成时的临界载荷(见表 1~ 3)1
  表 1 温度和临界载荷的关系(情况 1)

T c / K T b / K p cr/ MPa

0

30

60 0. 303 3

90 0. 274 0

60 0. 298 7

90 0. 269 4

  表 2 温度和临界载荷的关系(情况 2)

T c / K T b / K p cr/MPa

0

30

60 0. 295 4

90 0. 252 7

60 0. 288 1

90 0. 245 5

  孔穴生成后,孔穴的增长情况(孔穴的分

叉曲线)可由( 25)式计算得到, 数值结果示于

图1、图 2中 1临界载荷与温度的关系示于图
3和图 4中1 能够看到, 当载荷 p 0 > p cr 时,

球体突然发生生成孔穴, 并随之得到迅速的

增长; 孔穴生成时的临界载荷随温度升高而

降低1 在图 5中示出了几何参数对于 xm _p 0

  表 3   静态孔空生成时的临界载荷

(情况 1, A / B = 0. 25 )

$T c/ K $T b/ K p cr/MPa

0

30

60 0. 528 4

90 0. 448 3

60 0. 454 5

90 0. 423 6

曲线的影响,从图中可以看到随内外半径比 A/ B 的增大(相应于 a/ b = 0. 25, 0. 6, 0. 8, 0. 9) ,

分别有 p 0 = 01269 4, p 0 = 0. 265 4, p 0 = 0. 263 8, p 0 = 0. 263 01可见内外半径比对 p 0的影响

不大1
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      ( a) $Tc = 0 K               ( b) $T c = 30 K

图 1 外表面温度不同时的孔穴分叉曲线(情况 1)

       ( a) $T c = 0 K              ( b) $Tc = 30 K

图 2 外表面温度不同时的孔穴分叉曲线(情况 2)

   图 3 临界载荷与 $T c 的关系         图 4 临界载荷与 $T b的关系

(对情况 1和 $T b = 60 K ) (对情况 1和 $T c = 60 K )

图 5  不同半径比的空穴分叉曲线

  (对情况1 和$T c = 0 K, $T c = 60 K )

对( 23)式进行数值积分, 可求得在不同 p 0值情况下

x_v 的关系曲线,即相图1在图6和图 7中示出的是情况

1和情况 2的孔穴振动相图,从图中可以看到,在孔穴生

成以后,孔穴随着时间的演化呈现周期性的非线性振

动,它们的周期分别是 105. 32和 494. 571

4  结   论

本文研究了考虑热传导时,组合热超弹性材料球体
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    图 6 情况 1的相图             图 7 情况 2的相图

   ( $T c = 30 K , $Tb = 60 K )           ( $T c = 30 K, $Tb = 60 K )

在非均匀温度场和突加表面均匀拉伸载荷作用下空穴的动态生成问题1得到了空穴半径和外
加载荷之间的一个精确的微分关系 1通过数值计算,得到了不同温度下球体空穴的分叉曲线,

结果表明随着温度的升高,临界载荷将会降低;在相同温度情况下, 动态空穴生成的临界载荷

低于静态空穴的临界载荷1 数值证明了空穴是以一个有限的半径突然出现的,且随时间的演

变是周期性的非线性振动 1
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Dynamical Formation of Cavity for Composed Thermal

Hyperelastic Spheres in Non_Uniform

Temperature Fields
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( 1. Depar tm ent of Mechan ics , Shangha i Univer sity ,

Shangha i 200072, P . R . China ;

2. Shangha i In stitut e of Applied Mathem atics and Mechanics ,

Shangha i 200072, P . R . China )

Abstract: Dynamical formation and growth of cavity in a sphere composed of two incompressible

thermal_hyperelastic Gent_Thomas materials are discussed under the case of a non_uniform tempera-

ture field and surface dead loading. The mathematical model was first presented based on the dynam-i

cal theory of finite deformations. An exact differential relation between the void radius and surface

load was obtained by using the variable transformation method. By numerical computation, critical

loads and cavitation growth curves were obtained for different temperatures. The influence of the tem-

perature and material parameters of the composed sphere on the void formation and growth are con-

sidered and compared with that for static analysis. The results show that the cavity occurs suddenly

with a finite radius and its evolvement with time displays a non_linear periodic vibration and that the

critical load decreases with the increase of temperature and also the dynamical critical load is lower

than the static critical load under the same conditions.

Key words: composed thermal_hyperelastic sphere; non_uniform temperature field; dynamical forma-

tion and growth of cavity; nonlinear periodic vibration; influence of temperature
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