
文章编号: 1000_0887(2006) 04_0411_06 n 应用数学和力学编委会, ISSN 1000_0887

各向异性矩形板自由振动的一般解析解法
X
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摘要:  根据各向异性矩形薄板自由振动横向位移函数的微分方程建立了一般性的解析解 1 该一

般解包括三角函数和双曲线函数组成的解,它能满足4 个边为任意边界条件的问题1 还有代数多

项式和双正弦级数解,它能满足 4 个角的边界条件问题1 因此,这一解析解可用于精确地求解具有

任意边界条件的各向异性矩形卞的振动问题1 解中的积分常数可由 4边和 4 角的边界条件来确定

1 由此得出的齐次线性代数方程系数矩阵行列式等于零可以求得各阶固有频率及其振型, 以四边

平夹的对称角铺设复合材料迭层板为例进行了计算和讨论1
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对称迭层角铺设复合材料板为各向异性板, 已广泛应用于航空、航天、土木和化学工程等

领域,其振动问题分析具有重要的工程实际意义1 目前, 可以用各种解析的和数值的方法来研

究不同边界的各向异性矩形板的振动问题[ 1~ 9]1黄炎等人[ 10, 11]采用解析法求解了各向同性的

和正交异性的矩形板的振动问题, 首先求出偏微分方程所有类型的特解,然后选取一个能满足

任意不同边界的一般解1本文仍采用这一方法来研究各向异性矩形板的振动问题以得出其一
般解析解1

1  微分方程的解

各向异性矩形薄板(如图 1)自由振动横向位移函数的微分方程为[ 12]
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式中 w 为板的挠度, D11、D12、D16、D22、D26、D66为挠曲刚度系数, X为固有圆频率, Q为单位面

积质量1取
  w = eiAxeiAcy或w = e- iAx e- iAcy

, ( 2)

式中 i= - 1, A= mP/ a, m = 1, 2, 3, ,1将上式代入(1) 式,并令 QX2
= D11( MP/ a)

4
, 可得

411

 应用数学和力学, 第 27卷 第 4 期
 2006年 4 月 15 日出版

                Applied Mathematics and Mechanics
   Vol. 27, No. 4, Apr. 15, 2006

 

X 收稿日期:  2004_07_30; 修订日期:  2005_10_25

基金项目:  国家自然科学基金资助项目( 19872076)

作者简介:  黄炎( 1924) ) ,男, 长沙人,教授, 从事板壳理论研究;

雷勇军( 1968) ) ,男, 湖南常德人,副教授( Tel: + 86_731_7573198; Fax: + 86_731_4533357;

E_mail: leiyj108@ nudt. edu. cn) 1



图 1 板的坐标系   

D22Ac4
+ 4D26AAc3 + 2( D12 + 2D66) A2Ac2
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) = 01 ( 3)

当 m > M , Ac = A1 ? iA2和 A3 ? iA4, 可得

w = e
? i( Ax+ A

1
y )
e

? A
2
y
或w = e

? i( Ax + A
3
y )
e

? A
4
y1 ( 4)

上列的解可改用三角函数和双曲线函数表示为

w = [ A sin( Ax + A1y ) + Bcos( Ax +

  A1y ) ] ( CsinhA2y + DcoshA2y ) +

  [ Esin( Ax + A3y ) + Fcos( Ax +

  A3y ) ] ( GsinhA4y + H coshA4y ) , ( 5)

当 m < M, Ac = A1 ? iA2, A3和 A41此时可得
  w = e? i( Ax+ A

3
y )或 w = e? ( Ax+ A

4
y )1 ( 6)

同样,可设

  w = eiBy e«
iBcx
或 w = e

- iBy
e
- iBcx1 ( 7)

式中 B= nP/ b, n = 1, 2, 3, ,和 QX
2

= D22( NP/ b)
4
,可得另一类与以上相似的解1 此外,当

QX2
= 0时, 可得代数多项式解[ 13]

  w = a00(1- F) (1- G) + a01(1- F) G+ a10F(1- G) + a11FG+

    a02[ (1 - F) (2G- 3G2 + G3) + t2( F- F2) ( G- G2) ] +

    a20[ (1 - G) (2F- 3F2 + F3
) + t 1( F- F2) ( G- G2) ] +

    a12[ F(2G- 3G2 + G3) - t 2( F- F2) ( G- G2
) ] + a21[ G(2F- 3F2 + F3

) -

    t 1( F- F
2
) ( G- G

2
) ] + a03[ (1- F) ( G- G

3
) - t 2( F- F

2
) ( G- G

2
) ] +

    a30[ (1 - G) ( F- F3) - t1( F- F2) ( G- G2) ] + a13[ F( G- G3) +

    t 2( F- F2) ( G- G2
) ] + a31[ G( F- F3) + t1( F- F2) ( G- G2) ] , ( 8)

式中   F=
x
a

, G=
y
b

, t 1 =
3D16b

( D12 + 2D66) a
, t 2 =

3D26 a

( D12 + 2D66) b
1

上式也可简单地写成 w = 6
i
6

j

a ij E ij ,式中 i = 0, 1, 2, 3; j = 0, 1和 i = 0, 1; j = 0, 1, 2, 31为

满足( 1)式, 令

  w 1 = 6
i
6

j

aij Eij + 6
m
6

n

Amnij sinAx sinBy 1 ( 9)

将上式代入( 1)式并令

  Eij = 6
m
6

n

Bmnij sinAx sinBy , ( 10)

  cosCxcosDy = 6
m
6

n

Fmn sinAx sinBy , ( 11)

式中

  C= kP/ a, D= lP/ b,   k , l = 1, 2, 3, ,,

  Bmnij =
4
abQ

a

0Q
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仅当 m ? k 和n ? l 均为奇数时,否则 Fmn = 01由此可得
  A mnij [ D11A

4
+ 2( D12 + 2D66) A

2B2 + D22B
4

+ QX2
] -

    6
k
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A klij (4D16C
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) Fmn - QX2

Bmnij = 01 ( 12)
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2  一般解的建立

求解满足 4边和 4角为任意边界条件的各向异性矩形板自由振动问题的一般解, 本文建

议取下列形式:

w = 6
m

A msin[ A( a - x ) + A1( b - y ) ] sinhA2y + Bmsin( Ax + A1y ) sinhA2( b - y )

sinhA2 b
+

  6
m< M

Cm sin[ A( a - x ) + A3( b - y ) ] + sin( Ax + A4y ) +

  Dm sin[ A( a - x ) + A4( b - y ) ] + sin( Ax + A3y ) +

  6
m> M

Cmsin[ A( a - x ) + A3( b - y ) ] sinhA4y + Dmsin( Ax + A3y ) sinhA4( b - y )

sinhA4b
+

  6
n

Ensin[ B( b - y ) + B1( a - x ) ] sinhB2x + Fnsin( By + B1x ) sinhB2( a - x )

sinhB2a
+

  6
n< N

Gn sin[ B( b - y ) + B3( a - x ) ] + sin( By + B4x ) +

  H n sin[ B( b - y ) + B4( a - x ) ] + sin( By + B3x ) +

  6
n> N

Gnsin[ B( b - y ) + B3( a - x ) ] sinhB4x + H nsin( By + B3x ) sinhB4( a - x )

sinhB4a
+ w11

( 13)

在( 13)式中共有 4m + 4n + 12个积分常数, 其中第 1部分能满足 y = 0和 y = b 两个边界的

边界条件;第 2部分能满足 x = 0和 x = a 两个边的边界条件;第 3部分能满足 4个角的边界

条件1对于每个边来说,有两个边界条件: 即挠度或等效剪力;斜度或弯矩1将边界条件方程式
中的非正弦函数均展成正弦级数, 根据正弦级数的正交性可得 4m + 4n 个方程式 1对于每个
角则有3个边界条件:即挠度或反力;沿角两边的斜度或弯矩,故又有 12个方程式 1令所有方
程式积分常数的系数矩阵行列式等于零可以求得振动的固有频率及其振型 1关于非正弦函数
展成正弦级数的公式可参看文献[ 14] 1

如果仅研究一块单独的板的振动问题,根据变分原理, 则角点的斜度或弯矩可以不一定满

足,故可令

  a02 = a20 = a12 = a21 = a03 = a30 = a13 = a31 = 0 ( 14)

且    Bmn00 =
4

mnP
2, Bmn01 = -

4cosnP
mnP

2 , Bmn10 = -
4cosmP

mnP
2 , Bmn11 =

4cosmPcosnP
mnP

2 1 ( 15)

3  算   例

以四边平夹的板为例, 4边和 4角的边界条件为

  ( w ) x = 0 = 0, ( w ) x = a = 0, ( w ) y = 0 = 0, ( w ) y = b = 0, ( 16)

  5w
5x x = 0

= 0,
5w
5x x = a

= 0,
5w
5y y = 0

= 0,
5w
5y y = b

= 0, ( 17)

  w (0, 0) = 0, w ( a, b) = 0, w( 0, b ) = 0, w ( a, 0) = 01 ( 18)

如果利用变形的对称或反对称条件将使求解振动问题更加简化 1 对于各向异性矩形板来
说

[ 13]
,两对边的变形与板的中心为对称或反对称时,则两对边和两对角的边界条件是相同的,

即方程( 16)、( 17)和( 18)的第 2式和第 4式可不应用, 且

  Bm = ? Am , Dm = ? Cm , Fn = ? En, H n = ? Gn, a11 = ? a00, a10 = ? a011 ( 19)

式中正负号同时书写时, 上号为对称振型,下号为反对称振型1
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将( 9)式代入( 13)式, 然后代入以上各式,首先由( 18)式的前 2式可得

  a00 = - 6
m< M

CmcosmP( sinA3 b ? sinA4b ) - 6
n < N

Gn cosnP( sinB3a ? sinB4a ) , ( 20)

  a01 = - 6
m< M

Cm ( sinA4 b ? sinA3 b) - 6
n< N

Gn( sinB3a ? sinB4a)1 ( 21)

由( 16)式和( 17)式的第 1式, 并将其中非正弦函数均展成正弦级数可得

  6
m

A m
4B
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    6
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    6
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4
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    En +
Gn[ 1 ? 1 - cosnP( cosB3 a ? cosB4 a) ] +   ( n < N ) ;

? Gn +   ( n > N)

    6
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GkcoskP( sinC3 a ? sinC4 a) Kn + a00
2

nP
- a01

2cosnP
nP

= 0, ( 22)
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+ cothB2a + 6
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EkK n C2coskP
sinC1a
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? C1 -

    

Gn cosnP( B3sinB3 a ? B4sinB4 a) -   ( n < N )

GnB4 cosnP
cosB3 a

sinhB4 a
? cothB4 a -   ( n > N )

    6
k< N

GkKn [ coskP( C3cosC3a ? C4cosC4 a) ºC3 - C4] +

    6
k> N

GkKn C4coskP
sinC3 a

sinhC4a
? C3 - ( a00 ºa01)

2(1 ? cosnP)
nPa

+

    6
m

[ a00( A mn00 ? A mn11) + a01( Amn01 ? Amn10) ] A= 0, ( 23)

式中K n = 4n / (Pn
2

- Pk
2
) , 当 n ? k 为奇数时,否则Kn = 0, C= kP/ b, k = 1, 2, 3, ,, C1, 2, 3, 4

相当于 B1, 2, 3, 41
采用石墨/环氧制成的对称迭层角铺设 45b/ - 45b/ - 45b/ 45b复合材料迭层正方形板, Pois-

son比为 L12 = 0. 25,弹性模量为 G12 = 0. 5E2, E 1 = 40E2,故有D22 = D11, D12 = 0. 908 2 D11,

D16 = D26 = 0. 672 4 D11, D66 = 0. 934 1 D11以及 a = b,此时变形将对称或反对称于对角线 x

= y ,故又有 En = ? A n, Gn = ? Cn1(16) 式和(17) 式的第3式将不应用1此外,还可将以上各

式中的N , k , C1, 2, 3, 4分别改成M , m, A1, 2, 3, 41仅由以上4个方程式即可求得M值和振型1取m

和 n由 1至 2, 4, 6, 8时求得各种类型的一阶频率见表11当 m 和n取 8项求得各种类型的前 6

阶频率和一阶振型的等高线分别见表 2和图 21
  M 11: Bm = A m , Dm = Cm , Fn = En = A n, H n = Gn = Cn, ( 24)

  M 12: Bm = - Am , D m = - Cm , Fn = - En = - A n, H n = - Gn = - Cn, ( 25)
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  M 21: Bm = - Am , D m = - Cm , Fn = - En = A n, H n = - Gn = Cn , ( 26)

  M 22: Bm = A m , Dm = Cm , Fn = En = - A n, H n = Gn = - Cn1 ( 27)

由表 1可以看出: M 值的收敛性是良好的1由图2可以看出所有振型对 x = y 和x + y =

a 两对角线对称或反对称而对 x = a/ 2和 y = b/ 2不对称1这是因为本算例的材料恰好是以
正方形对角线 x = y 和 x + y = a为主轴的正交异性板的缘故1这些结果和文献[ 15] 是一致

的1由表2可以看出各阶 M 21的值均大于 M12相应的值1这是因为沿对角线 x = y 的弯曲刚

度大于沿 x + y = a的缘故 1
表 1 各种类型的一阶频率的收敛性

m, n 2 4 6 8

M 11 2. 268 2. 286 2. 287 2. 287

M 12 2. 439 2. 501 2. 506 2. 507

M 21 2. 722 2. 775 2. 758 2. 748

M 22 3. 624 3. 560 3. 560 3. 599

  表 2 各种类型的前 6阶频率的 M 值

 ( 1) (2) ( 3) ( 4) (5) ( 6)

M 11 2. 287 3. 445 4. 085 4. 725 5. 385 6. 368

M 12 2. 507 3. 550 4. 381 4. 946 5. 493 6. 914

M 21 2. 748 3. 825 4. 670 5. 339 6. 354 7. 119

M 22 3. 599 4. 468 5. 339 6. 289 7. 593 7. 806

  M 11        M 12       M 21        M 22

图 2  各种类型的一阶振型等高线图

4  结   论

本文精确地建立了一般解析解 1可用以求解任意边界各向异性矩形板的振动问题1 这种
解也能用于数块板组成的板结构的振动问题 1其中对每块板除边界条件外, 还有相连的两块

板的连续性条件 1如需求角点的弯矩,则必需加上( 9)式中所有的项1 本文的理论分析简单,

计算方法容易, 便于工程应用1
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Free Vibration of Anisotropic Rectangular Plates

by General Analytical Method

HUANG Yan,  LEI Yong_jun,  SHEN Hui_jun

( College of Aerospace an d Mat er ial Engin eer in g , National Univer sity of Defense Techn ology ,

Changsha 410073, P . R . China )

Abstract: According to the differential equation for transverse displacement function of anisotropic

rectangular thin plates in free vibration, a general analytical solution was established. This general so-

lution composed of the composite solutions made by trigonometric function and hyperbolic function,

can satisfy the problem of arbitrary boundary conditions along four edges. The algebraic polynomial

with double sine series solutions can also satisfy the problem of boundary conditions at four corners.

Consequently, this general solution can be used to solve the vibration problem of anisotropic rectangu-

lar plates with arbitrary boundaries accurately. The integral constants can be determined by boundary

conditions of four edges and four corners. Each natural frequency and vibration mode can be solved

by the determinate of coefficient matrix from the homogeneous linear algebraic equations equal to ze-

ro. For example, a composite symmetric angle ply laminated plate with four edges clamped was ca-l

culated and discussed.

Key words: anisotropic plate; free vibration; general analytical method; frequency; mode shape

416 黄   炎    雷  勇  军    申  慧  君


