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摘要 :  研究了一种基于投影算子的神经网络模型1 与以前研究投影算子的值域一般是 n 维欧氏

空间中的紧凸子集不同,而是 n 维欧氏空间中未必有界的闭凸子集,同时目标函数也是一般的连

续可微函数,未必为凸函数1 证明了所研究的神经网络模型具有整体解轨道,以及当目标函数满

足某些条件时解轨道的整体收敛性1 此外 ,还将所研究的模型应用于闭凸约束极小化问题以及非

线性互补问题和隐互补问题中,并通过数值模拟说明了该神经网络方法的有效性1
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引   言

自从Hopfield和 Tank的开创性工作[ 1, 2]以来, 用于最优化问题的神经网络方法得到了迅

速的发展1 和其他解决最优化问题的数值方法相比,神经网络具有易于硬件实现、并行计算等

优点1 这样,神经网络逐渐成为最优化问题实时解决的最佳选择之一1
通过回归型的神经网络解最优化问题,特别是约束优化问题,近年来已成为神经网络领域

发展的热门课题,出现了很多文章, 提出了许多不同的模型(例如文献[ 3~ 6]等) 1 由于闭凸约
束的最优化问题可以转化为寻求闭凸集上非线性投影算子的零点问题[ 7] , 因而,基于投影算子

的神经网络模型成为解决约束最优化问题的有力工具1
在文献[ 5]和[ 8]中,基于投影算子的神经网络模型分别被用于解决具有有界矩形约束和

紧凸约束的连续可微优化问题;在文献[ 9]中, 同样的模型被用于解决具有闭凸约束的连续可

微凸优化问题; 在文献[ 6]中,作者利用文献[ 5]中研究过的模型解决了一些可以化为非线性投

影方程的的约束优化问题 1
在许多实际的应用中,解决一般闭凸集(未必有界)上连续可微(未必凸)优化问题是很重

要的,因此,我们需要研究这样的投影算子神经网络,其值域未必有界而且目标函数未必凸1
在给出我们所研究的回归型神经模型之前,首先给出一点在闭凸集合上投影的定义:

定义  设 8 为 Rn 的非空闭凸子集,点 x I Rn在集合 8 上的投影,记作 Proj 8 ( x) ,定义
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为min
y I 8

+x- y +,其中 +x + = x
T
x表示向量x I Rn的欧氏范数1(显然上述极小化问题的

解一定存在且唯一)

我们考虑如下的回归神经网络模型( RNN) :

  S
dx
dt

= - x + Pro j 8 ( x - A Ë ( x) ) , (A)

其中 S > 0和 A> 0分别为RNN的时间常数和步长参数1
在本文中,首先,我们将在 8闭凸和目标函数E ( x) 连续可微的前提下,证明上述RNN(A)

存在从任意 8 内的点出发的整体解轨道; 其次,我们将证明当目标函数的梯度有界以及Lips-

chitz连续时, 解轨道收敛到神经网络的平衡点; 最后, 我们将该神经网络模型应用于连续可

微最优化问题以及非线性和隐互补问题,并通过具体的数值模拟证实了所研究的 RNN的有效

性1
本文是这样安排的: 引言给出了一些背景知识与定义, 第 1节证明了 RNN的解轨道的整

体存在性和整体收敛性, 第 2节我们考虑了上述 RNN的应用, 第 3节给出了一些连续可微优

化问题和非线性互补问题的数值实验, 最后, 在第 4节,我们总结了全文 1

1  RNN(A)的整体解轨道以及收敛性

首先,我们给出几个以后要用到的引理:

引理 1
[ 10]  投影算子 Proj 8 (#) 具有以下的性质:

( � ) 若 y I 8,则对 Px I Rn
,有[ Proj 8 ( x) - x]

T
[ Proj 8 ( x) - y ] [ 01

( � ) Proj 8 (#) 为 Rn
上的非扩展算子,即对 P x, y I Rn

有: +Proj 8 ( x ) - Proj 8 ( y) + [

+x - y +1
引理 2[ 8]  关于 y I Rn 的函数 dist 2( y , 8) 可微,并且对 Py I Rn 其梯度向量为

  ÿdist
2
( y, 8 ) = 2( y - Proj 8 ( y ) ) ,

其中 dist( y , 8) 表示点 y 和闭凸集 8 之间的距离,即:

  dist( y , 8) = min
x I 8

+y - x + = +y - Proj 8 ( y ) +1

引理 3  如果 f ( t ) I C[ 0, + ] ) 一致连续且在[ 0, + ] ) 上的广义积分收敛,则 l im
t y+ ]

f ( t )

= 01
这是数学分析中的一个简单推论(见文献[ 11] ) 1
下面, 我们研究 RNN(A)的动力学行为,包括其整体解轨道及收敛性 1 下面的命题是关于

解轨道的局部存在性:

命题 1  对任意点 x0 I Rn
, RNN( A)存在出发自 x0的局部解轨道,若 x0 I 8 ,则出发自

x0 的局部解轨道不会跑出 81

这个命题的证明和文献[ 8]中定理 2的证明类似1
今后, 我们假设目标函数 E ( x) 在 8 上存在下界, 即存在常数 A 使得任意 x I 8, 都有

E ( x) \ A1
下面的定理给出了神经网络模型( A)的解轨道的整体存在性:

定理 1  若 E( x) I C
1
( R

n
) , 8为 R

n
的闭凸子集,并且 x0 I 8 ,则RNN( A) 存在出发自

x0 的整体解轨道1

证明  由命题 1, RNN(A)存在局部解轨道, 设其极大存在区间为 [ 0, t * ) , 我们只需证 t *
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可推广为+ ] 1 事实上,对任意的 t1, t 2, 0 < t 1 < t 2 < t * , 我们有

  E( x( t 1) ) - E ( x( t 2) ) = -
1
SQ

t
2

t
1

S
dE ( x( t ) )

dt
dt ( 1)

以及

  S
dE ( x( t ) )

dt
= Ë( x( t ) )

T S
dx
dt

=

    Ë ( x( t ) )
T
(- x( t ) + Proj 8 ( x( t ) - A Ë ( x( t ) ) ) ) =

    -
1
A

+x ( t ) - Proj 8 ( x( t ) - A Ë ( x( t ) ) ) +2
+

    (Proj 8 ( x( t ) - A Ë( x ( t ) ) ) -

    ( x ( t ) - A Ë( x( t ) ) ) )
T#(Proj 8 ( x( t ) - A Ë ( x( t ) ) ) - x( t ) ) [

    -
1
A

+x ( t ) - Proj 8 ( x( t ) - A Ë ( x( t ) ) ) +21 ( 2)

在不等式( 2)的推导中,我们应用了引理 1( � )和命题 11
根据式( 1)和( 2) ,我们有

  E( x( t 1) ) - E ( x( t 2) ) \

    1
SAQ

t
2

t
1

+ x( t ) - Proj 8 ( x( t ) - A Ë ( x( t ) ) ) +2dt > 0,

因此,当 0 < t < t * 时, E ( x( t ) ) 单调下降1既然存在常数A ,对任意的 x I 8, E ( x) \ A 并

且 x ( t ) I 8 , P t I [ 0, t * ) ,我们可以得到:对任意的0 < t 1 < t 2 < t * ,

  E( x( t 1) ) - E ( x( t 2) ) [ E ( x0) - A =
$
�M1

于是有

  Q
t
2

t
1

+ x( t ) - Proj 8 ( x ( t ) - A Ë( x( t ) ) ) +2dt [ SA�M1 ( 3)

另一方面,我们有:

  +x ( t1) - x ( t2) + =
1
S Q

t
2

t
1

S
dx( t )
dt

dt [

    1
SQ

t
2

t
1

- x + Proj 8 ( x( t ) - A Ë( x ( t ) ) ) dt [

    1
S Q

t
2

t
1

+ - x + Proj 8 ( x( t ) - A Ë( x( t ) ) ) +2dt
1/ 2

# Q
t
2

t
1

dt
1/ 2

1 ( 4)

结合式( 3)和( 4) ,我们可得:

  +x ( t1) - x ( t2) + [ A#M
~

S
# t 2- t 11 ( 5)

如果 t * 为有限数,根据式(5)可知当 t y t * 时 x( t ) 为 R
n
中的Cauchy序列1因此, lim

t y t
*

x( t )

有限并且 x( t ) 可以延拓到点 t * 1根据在点 t * 的局部存在定理, x( t ) 可以延拓到 t > t * ,这

与[ 0, t * ) 为解轨道的极大存在区间矛盾,故 t * = + ] 1
可以看出,虽然 RNN(A)具有从任意 x0 I 8出发的整体解轨道(当E( x )连续可微及 8闭

凸时) ,但是式(A) 的解轨道 x( t ) 未必有界1 这样,我们就不能利用文献[ 8]或[ 9]中的方法来

证明解轨道的收敛性 1
我们令 F( x ) = - x + Proj 8 ( x - A Ë ( x) ) , 则 RNN( A) 被用来寻求非线性投影算子
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F( x) 的零点,也就是说,回归神经网络模型(A) 就是通过解非线性投影方程 F( x) = 0来寻求

目标函数( x) 的极小点1
如果 Ë ( x) 有界且Lipschitz连续,我们可以证明下述与解的收敛性密切相关的结论:

定理 2  若 E( x) I C
1
( R

n
) , 8为 R

n
的闭凸子集, x0 I 8, 并且 Ë ( x) 在 8内有界且

Lipschitz连续,则算子 F( x ) 沿着 RNN( A) 的解轨道 x ( t , x0) 收敛于 0, ( x0 为出发点) ,即:

  lim
t y+ ]

F( x( t , x0) ) = 01 ( 6)

证明  既然 Ë( x) 有界且 Lipschitz连续, 则存在正常数 Mc、Md使得

  + Ë( x) + [ Mc, ( 7)

以及对任意的 x, x1, x2 I 8,

  + Ë( x1) - Ë ( x2) + [ Md +x1- x2 +1 ( 8)

令f ( t ) = +F( x( t ) ) +2
= + x( t ) - Proj 8 ( x( t ) - A Ë ( x( t ) ) ) +2

, t I [ 0, + ] )1则
我们只需证:

  lim
t y+ ]

f ( t ) = 01 ( 9)

由于式( 3)以及 t * = + ] ,我们有(令 t 1 y 0和 t2 y+ ] ) :

  Q
+ ]

0
f ( t )dt [ SA�M =

$
M1 ( 10)

根据式( 10)和引理 3, 我们只需证 f ( t ) 一致连续1下面,我们证明f ( t ) 在[ 0, + ] ) 上Lipschitz

连续1
根据引理 1( � ) ,命题 1以及( 7) , 对任意的 t > 0有

  +x ( t ) - Proj 8 ( x( t ) - A Ë ( x( t ) ) ) + [

    + x( t ) - ( x ( t ) - A Ë( x( t ) ) ) + [ AMc, ( 11)

因此 +xc( t ) + [ ( A/ S)Mc, 并且对任意的 t 1, t2 > 0有

  +x ( t1) - x ( t2) + [ ( A/ S)Mc | t1 - t 2 | 1 ( 12)

对任意的 0 < t 1 < t2 < + ] , 我们有:

| f ( t 1) - f ( t 2) | = | [ x( t 1) - Proj 8 ( x( t 1) - A Ë( x ( t1) ) ) +

  x( t2) - Proj 8 ( x ( t2) - A Ë ( x( t 2) ) ) ]
T
[ x ( t1) -

  Proj 8 ( x ( t1) - A Ë ( x( t 1) ) ) -

  x( t2) + Proj 8 ( x ( t2) - A Ë ( x( t 2) ) ) ] | [

  [ +x( t 1) - Proj 8 ( x( t 1) - A Ë( x ( t1) ) ) + +

  +x( t 2) - Proj 8 ( x( t 2) - A Ë( x( t 2) ) ) +] [ +x( t 1) - x( t 2) + +

  +Proj 8 ( x( t 1) - A Ë( x( t 1) ) ) - Proj 8 ( x( t 2) - A Ë ( x( t 2) ) ) +] [

  2AMc[ 2+ x( t 1) - x( t 2) ++ A+ Ë ( x( t 2) ) - Ë ( x( t 1) ) +] [

  2AMc(2 + AMd) ( A/ S) Mc | t 1- t 2 | 1 ( 13)

在不等式( 13)的证明中利用了式( 11)和引理 1( � )以及式( 8)、( 12)1
因此 f ( t ) Lipschitz连续,定理得证 1
考虑下面的非线性极小化问题:

  min E ( x) , s. t. x I 8, ( 14)

其中目标函数 E ( x) 连续可微, 即 E ( x) I C
1
( R

n
) , x I Rn

, 约束集合 8 A Rn
为非空闭凸

集1当 8 = Rn
,上述问题就成为 Rn 上无约束的极小化问题1
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由于解轨道 x( t ) 未必有界,定理 2还不能直接得到 x( t ) 的收敛性 1 下面, 我们将研究

RNN( A)的拟收敛性和整体收敛性1
令 8 *

= x I 8 | E ( x) \ E ( x
*
) , Px I 8 , 8 e

= x
e I Rn

| F( x
e
) = 0 ,则 8*

为最优化问题( 14) 的极小点集, 8 e为投影算子 F( x ) 的零点集(即 RNN( A) 的均衡点集)1由

文献[ 8] 中的定理 1,我们知道 8
*
和 8

e
都是 8 的闭子集, 并且 8

* < 8
e1值得注意的是,如

果系统(A) 收敛,其解轨道 x ( t ) 一定有界1 下面的定义确保了解轨道 x( t ) 的有界性1
定义 1  Rn

上的算子F( x) 称为在无穷远处没有零点的( no zero_at_infinity) ,如果存在 B

> 0以及 E0 > 0,使得当 +x + \ B 时有 +F( x) + \ E01
根据式( 6) ,显然若 F( x) 在无穷远处没有零点, 则方程(A) 的解轨道 x( t ) 一定是有界的1

下面的定理给出了神经网络( A)的整体收敛性1
定理 3  如果 F( x) 在无穷远处没有零点, 则在定理 2的假设下,我们有:

( � ) 神经网络模型(A)是拟收敛的( quasi_convergence) , 即

  lim
t y+ ]

dist( x ( t ) , 8
e
) = 0, ( 15)

其中 dist( #, #)的定义同引理 21
( � ) 如果 8e 为孤立点集, 则 RNN( A) 的解轨道是整体收敛的, 即存在 �x I 8e 使得

lim
t y+ ]

x ( t ) = �x1

( � ) 如果 8 e只包含一个点, 则RNN( A)是整体渐进收敛的1
证明  ( � ) 若不然,则存在 tn y+ ] 以及 D> 0,对任意的 n, 使得

  dist( x( tn) , 8
e
) \ D1 ( 16)

既然 F( x) 在无穷远处没有零点, 则解轨道 x( t ) 有界,故 x( t n)
]
n= 1有一个收敛子列, 记作

lim
k y ]

x( t n
k
) = �x1 显然当 k y ] 时 tn

k
y+ ] 1 根据 F( x) 的连续性以及式(6) , 有 F(�x ) =

lim
k y ]

F( x( tn
k
) ) = 0,即 �x I 8e1因此 dist ( x( tn

k
) , 8 e

) y 0, k y ] , 这与式( 16)矛盾1

( � ) 根据式( 15) ,可知存在 �x I 8 以及序列 tn y+ ] ,使得lim
ny ]

x( tn ) = �x1如果 lim
t y ]

x( t )

X �x ,由于 8
e
为孤立点集, 则存在 r > 0, N > 0以及 t

c
n y+ ] , 使得: (记 B (�x , r ) 为以 �x 为中

心, r 为半径的球)

( a) B( �x, 3r / 2) H 8 e
= �x ;

( b) x( t
c
n ) I

-

B (�x , r) ;

( c) x( t n) I B (�x, r / 2)1

既然 tn , t
c
n y+ ] ,根据 x( t ) 的连续性,存在序列 t

d
n y+ ] 使得

  x( t
d
n) I B (�x, r ) - B(�x, r / 2) ,

因此,对任意的 n 我们有 dist( x( t
d
n) , 8

e
) \ dist( x( t

d
n) , �x ) \ r / 2, 这与式( 15)式矛盾 1

( � ) 如果 8e = �x ,根据(�) ,对任意的初始点 x0 I 8, 我们有 lim
t y+ ]

x( t ) = �x , 即RNN( A)

整体渐进收敛1

2  RNN(A)在互补问题中的应用

在本节中, 我们将所研究的 RNN( A)应用到寻求如下一般的隐互补问题( implicit comple-

mentarity problem, ICP)的解:
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求 x I 8 ,

s. t . g i ( x) \ 0, F i ( x) \ 0和 gi ( x)#F i ( x) = 0,
( 17)

其中 8 < Rn
为闭凸集,并且 g, F : R

n y Rn
连续可微1当 8 = R

n
, g ( x) = x并且F( x) =

Mx + b, M I Rn@ n
, b I Rn

,问题(17) 就成为线性互补问题,记作LCP( M, b) ; 当 8 = R
n
,

g ( x) = x并且F( x) 为连续可微映射时,问题( 17)就成为非线性互补问题,记作NCP ( F)1因
此,问题( 17)是所有互补问题的最一般的形式1

为了寻求互补问题的解,通常采用的一种方法就是将互补问题转化为极小化问题[ 12~ 14]1我
们先给出互补函数的定义:

定义 2  令 <:R @ R y R , 如果

  <( a, b ) = 0 Z a \ 0, b \ 0 和 a#b = 0, ( 18)

则函数 <称为互补函数 1
令 g ( x) = ( gi ( x ) ) , F( x) = ( F i ( x) ) , 定义

  5 ( x) =

<( g1( x) , F1( x) )

s

<( gn( x) , Fn( x ) )

1 ( 19)

显然问题( 17)的解等价于在闭凸集合 8 上解方程 5 ( x) = 0, 也等价于如下约束极小化

问题:

  
min E( x) =

1
2

+ 5 ( x) +2
,

s. t . x I 81
( 20)

在本文中, 我们采用如下的互补函数:

  <( a, b ) = ( a - b)
2
- a#| a | - b#| b | , ( 21)

显然上面定义的 <( a, b) 连续可微,并且:

  5 <( a , b)
5 a = 2( a - b) - 2 | a | ,

5 <( a, b )
5 b = 2( b - a) - 2 | b | 1 ( 22)

这样,目标函数 E( x ) (由( 21)式定义)也连续可微且:

  Ë ( x) = ¨5 ( x)# 5 ( x) = [ a( x)# g̈( x ) + b( x )# F̈( x) ]# 5 ( x) , ( 23)

其中 g̈ ( x)、̈ F( x ) 分别为 g( x)、F( x) 的梯度,

  
a( x ) = diag(2( gi ( x ) - F i ( x ) ) - 2 | g i ( x) | )

n
i= 1,

b ( x) = diag(2( F i ( x) - g i ( x) ) - 2 | F i ( x ) | )
n
i = 11

( 24)

我们有如下的结论:

定理 4  如果 8 为有界闭凸集合, 则对任意的连续可微映射 g( x ) , 5 ( x) : Rn y Rn
,定

理3的结论成立,即 RNN( A) 从 x0 I 8 出发的解轨道x( t ) 满足:

( � ) lim
t y+ ]

dist( x ( t ) , 8e) = 0;

( � ) 若 8
e
为孤立点集, 则存在 �x I 8

e
使得lim

t y ]
x( t ) = �x ;

( � ) 若 8 e只包含一个点,则 RNN(A)整体渐进收敛 1
证明  既然 8 有界,则 g( x )、F( x)、̈ g( x) 以及 ¨F( x) 都在 8 上有界,一致连续,此

外,根据命题 1,神经网络(A) 出发自 x0 I 8 的解轨道x( t ) 满足 x( t ) < 8, 即 x( t ) 有界,这

样,定理 3的结论成立,该定理证毕1
从定理4,我们知道如果 8为有界闭凸集, 神经网络(A)是收敛的1这样,对任意的闭凸集
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合 8 ,我们可以利用一列有界闭凸集合 8k来逼近 8 ,并分别在 8k上建立类似的神经网络模型

1一方面,我们也可以通过选定某个特定的有界闭凸集来获得互补问题( 17)在我们所感兴趣

区域的解;另一方面,我们也可以逐步获得互补问题在整个区域 8 上的解1
下面,我们针对互补问题研究集合 8* 和 8e之间的关系, 有如下的结论:

命题 2  问题( 17)的解集 8* 与神经网络(A) 的平衡点集 8e具有如下的关系:

( � ) 8
* < 8

e
;

( � ) 如果 8e < int 8 ( int 8 表示集合 8的内部) 并且对任意的 x
e I 8e , ¨5 ( xe

) 非奇异,

则 8 *
= 8 e1

证明  ( � ) 若 x
* I 8* ,则 x

* I 8 并且 5 ( x*
) = 01由于 Ë( x

*
) = ¨5 ( x*

)
T #

5 ( x*
) , 我们有 Ë( x

*
) = 0并且Proj 8 ( x

*
- A Ë( x

*
) ) = Proj 8 ( x

*
) = x

* 1因此, x
* I

8
e1

( � ) 如果 x
e I 8 e并且 x

e为集合 8 的内点,根据 x
e
= Proj 8 ( x

e
- A Ë( x

e
) ) ,我们有

Ë( x
e
) = 01又由于 ¨5 ( x e

) 非奇异, 可得 5 ( xe
) = 01故有 x

* I 8 * 1
当 x

* I 8
*
并且 ¨5 ( x *

) 非奇异时,我们称 x
*
为互补问题( 17)的正则解1 下面,我们

将证明正则解的 Liapunov 渐进稳定性1
定理 5  若 x

* 为集合 8 的内点并且x
* 为互补问题(17) 的正则解,则 x

* 为 RNN(A)的

Liapunov 渐进稳定解1
证明  首先,我们证明 x

* 为 RNN( A) 的孤立平衡点1由于 5 ( x) 为 Rn 到 Rn 的连续可

微映射, W( x) = det¨ 5 ( x*
) 为 Rn上的连续函数,因此集合A = x I Rn

; | W( x) | > 0 为

R
n
中的开集1如果 x

* I int 8 H A ,则存在 x
*
的开邻域,记作A

*
,使得A

* < A H 81这样,

对任意的 x I A
*
, ¨5 ( x ) 非奇异 1若 x I A

* 且 x X x
*
, 则存在 �x I A

* 使得 5 ( x) =

5 ( x*
) + ¨5 (�x )T1( x - x

*
) = ¨5 ( �x )T # ( x - x

*
)1既然 x - x

* X 0并且 ¨5 (�x) 非奇

异,我们有 5 ( x) X 0, 即 x I
)

8 * 1 根据命题 2( � ) , 对任意的 x I A
* 且 x X x

* 我们有 x

I
)

8 e
, 这样, x

* 为 RNN( A)的孤立平衡点1
其次,我们证明 E ( x) 为RNN( A) 在 A

* 上的Liapunov函数1根据集合A
* 的性质,我们有

E ( x
*
) = 0,并且任意的 x I A

* 且 x X x
*
, E( x ) > 01我们只需证dE( x ( t ) ) / dt [ 0于A

*

并且 dE( x ( t ) ) / dt = 0当且仅当 x( t ) = x
* 1根据定理 1的证明式( 2) , 我们有

  dE ( x( t ) )
dt

[ -
1
SA

+ x( t ) - Proj 8 ( x( t ) - A Ë ( x( t ) ) ) +2 [ 01

既然 x
* 是 RNN(A)的孤立平衡点,我们有

  dE ( x( t ) )
dt

< 0,   对所有 x( t ) I A
* 和 x( t ) X x

* 1

这样, x* 是 RNN( A)的 Liapunov 渐进稳定解,该定理证毕1

3  数值实验与模拟

本节中,我们给出一些闭凸约束连续可微最优化问题和非线性互补问题的例子,并用前面

讨论的神经网络模型解决它们(为简单起见, 取 A= S = 1 )1
闭凸连续可微优化问题的例子

例 1  Minimize

  E( x) = ex
2

1
+ x

2

2
- 1arctan( x 1+ x 2- 1) 2, ( 25)
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约束条件为

  x I 8 = x I R2
| x 1 \ 0, x 2 \ 0 1 ( 26)

这是一个非凸连续可微优化, 其约束集合为无界的闭凸集合, 我们可得: 8 *
= 8e =

x I 8 | x 1+ x 2 = 1 以及 lim
x
i

y+ ]
+F( x) + = + ] , i = 1, 21因此定理3( � ) 的条件成立,从

任意初始点 x0 I 8 出发的解轨道x( t ) 收敛到 8 e1见图 1( a)1

 ( a) 例 1                ( b) 例 2

图 1  闭凸约束的连续可微最优化问题的数值模拟

( x 1, x 2分别表示解轨道的两个坐标)

例 2  Minimize

  E( x) = ex
2

1
+ x

2

2
- 1arctan( x 1+ x 2- 1) 2+ cos( x 2

1+ x
2
2)P, ( 27)

约束条件为

  x I 8 = x I R2
| x 1 \ 0, x 2 \ 0 1 ( 28)

我们有 8 *
= (0, 1) , (1, 0) 以及 8e = 8 * G 0. 650 3, 0. 650 3 1 根据定理 3(�) ,

RNN(A) 对任意的初始点 x0 I 8 是整体收敛的1图 1( b)给出了神经网络解轨道的收敛情况1
从这两个例子里,可以看出从任意的初始点 x0 I 8, RNN( A)都可以迅速地收敛到(A)式

的平衡点集1因此, RNN(A)是解决这类最优化问题的有效方法1
非线性互补问题的例子( Kojima_Shindo nonlinear complementarity test problem[ 15] )

例 3  退化例子

  g( x) = x, F( x) =

3x 2
1+ 2x 1x 2+ 2x 2

2+ x 3+ 3x 4 - 6

2x 2
1+ x 1+ x

2
2+ 10x 3+ 2x 4 - 2

3x
2
1+ x 1x 2+ 2x

2
2+ 2x 3+ 9x 4 - 9

x
2
1+ 3x 2

2+ 2x 3+ 3x4 - 3

1

这个问题有两个解 x
*

= ( 6/ 2, 0, 0, 1/ 2) 和 x
* *

= ( 1, 0, 3, 0) ,第 1个解是退化的(由于

F( x
*
) = (0, 2 + 6/ 2, 0, 0) ) ,第 2个解是非退化的(由于 F( x

* *
) = (0, 31, 0, 4) )1图 2给出

了用神经网络模型解此问题的解轨道的收敛情况1
例 4  非退化例子
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( a) 初始点为( 2, 1, 0. 5, 2) ,收敛到解( 6/ 2, 0, 0, 1/ 2)  ( b) 初始点为( 2, 1, 4, 2) , 收敛到解( 1, 0, 3, 0)

图 2 退化问题例子解轨道的收敛情况

  g( x) = x, F( x) =

3x 2
1+ 2x 1x 2+ 2x 2

2+ x 3+ 3x 4 - 6

2x 2
1+ x 1+ x

2
2+ 3x 3+ 2x 4- 2

3x
2
1+ x 1x 2+ 2x

2
2+ 2x 3+ 3x 4 - 1

x
2
1+ 3x 2

2+ 2x 3+ 3x4 - 3

1

这个问题只有一个非退化解 x
*

= ( 6/ 2, 0,0, 1/ 2)(由于 F(x
*
) = (0,2 + 6/ 2, 5, 0) )1

图3给出了用神经网络模型解此问题的解轨道的收敛情况1
从这些例子中都可以看出,我们所考虑的神经网络模型从任意的初始点 x0 I 8 出发,都

可以迅速地收敛到平衡点集, 这也说明了该方法解决非线性互补问题的有效性1

4  结   论

本文研究了基于投影算子的回归神经网络模型,其值域为 Rn 中一般的闭凸子集 1 我们
证明了该神经网络模型具有整体解轨道,以及当目标函数满足某些条件时解轨道的整体收敛

性1这样,我们就将文献[ 8]中关于紧凸约束连续可微优化问题的结论和文献[ 9]中关于闭凸

约束连续可微凸优化问题的结论, 推广到闭凸约束(未必有界)连续可微优化(未必凸)的问题

中去1此外, 我们还将所研究的模型应用于闭凸约束极小化问题以及非线性互补问题和隐互

补问题中,并证明了隐互补问题的正则解的 Liapunov渐进稳定性 1最后,我们通过具体的例子

进行数值模拟, 说明了该神经网络方法的有效性1
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Recurrent Neural Network Model Based on Projective

Operator and Its Application to

Optimization Problems

MA Ru_ning1, 2,  CHEN Tian_ping2

( 1. Depar tm en t of Ma them atics , Nanjing Un iver sity of Aeronaut ics an d Astr onautics ,

Nanjing 210016, P . R . China ;

2. In stitute of Ma them atics , Fudan Univer sity , Shanghai 200433, P . R . China )

Abstract: The recurrent neural network(RNN) model based on projective operator is studied. Differ-

ent from the former study, the value region of projective operator in the neural network which they

study was a general closed convex subset of n demensional Euclidean space and it wasn. t a compact

convex set in general, that is, the value region of projective operator was probably unbounded. They

prove that the network has a global solution and its solution trajectory converges to some equilibrium

set whenever objective function satisfies some conditions. After that, the model was applied to contin-

uously differentiable optimization and nonlinear or implicit complementarity problems. In addition,

simulation experiments confirm the efficiency of the RNN.

Key words: recurrent neural network model; projective operator; global convergence; optimization;

complementarity problem
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