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等通量壁多孔饱和圆管中粘性耗散对
热发展强迫对流的影响
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摘要 :  基于 Brinkman 流动模型, 研究了等通量壁多孔饱和圆管中粘性耗散对强迫对流的影响# 

在热发展区域 ,进行了数值研究; 在充分发展区域, 进行了摄动分析并求得温度分布的表达式和

Nusselt数# 在发展区域,利用数值解得到的充分发展 Nusselt 数与渐近分析结果进行了比较,吻合

很好# 
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符   号

Br Brinkman数, 由方程( 14)定义 T w 壁温

cp 等压比热容 u Lu* / GR2

Da Darcy 数, K / R2 u* 过滤速度

G 作用的压力梯度 û u* / U

k 传热系数 U 平均速度

K 渗透率 x * 轴向坐标

M Leff/ L x x * / PeR

N u Nusselt数, 由方程( 11)定义 r * 径向坐标

Pe P�clet数, 由方程( 3)定义 r r * / R

qd 壁热通量 H 无量纲发展温度 k( T * - T IN ) / qdR

R 管道半径 Ĥ 无量纲充分发展温度 ( T * - T w) / ( Tm - T w)

s ( M Da) - 1/ 2 L 流体粘度

T * 温度 Leff Brinkman 项中的有效粘度

T IN 入口流体温度 Q 流体密度

Tm 体平均温度 脚标 i, j 分别表示流向和横向的量
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引   言
由于高多孔介质在工程中使用日益广泛,多孔饱和管道中的强迫对流问题最近又受到关

注# Nield和 Bejan在文献[ 1]中,列出了 30篇以上的参考文献,但都不包含热发展情况下粘性

耗散的作用问题# Nield 等人[ 2~ 4] , Kuznetsov 等人[ 5] , Mahmud 和 Fraser[ 6]以及 Ranjbar_Kani和

Hooman
[ 7]
利用 Brinkman流动模型;Hooman和 Gorji_Bandpy

[ 8, 9]
利用 Darcy 流动模型,分别对平行

板管道和圆管的研究工作,部分填补了这一空白# Nield等人[ 10]对两平行板间的充分发展流

动,提供了封闭形式解, 同时文献[ 2]对恒温平行平板间的热发展强迫对流进行了研究# 

Kuznetsov 等人[ 5]通过改变圆管几何性质拓展了他们在文献[ 2]中的工作# 

Brinkman流动模型下多孔饱和管道中的强迫对流,是一个非常复杂的问题,甚至在可以忽

略粘耗散的情况下, 问题的解析解仍很难得到# 为绕过这一问题的解析解,文献[ 11]在充分发

展区域给出了问题的渐近解和数值解# Ranjbar_Kani和Hooman
[ 7]
利用文献[ 11]的结果,对恒温

壁圆管中流动的热发展,加入了粘性耗散的作用# Mahmud和 Fraser[ 6, 12]关于平行板管道流的

研究, 是令人感兴趣的两项工作# 文献[ 6]分析研究了多孔体内的强迫对流,而文献[ 12]给出

了热发展区域的数值解和充分发展情况的解析解# 后者关于熵产生的很好的讨论和热传导及

按照 Bejan数流体流动不可逆性的讨论也非常有意义# 

上述文章除了文献[ 10]都在恒温壁情况下讨论, 并考虑了等通量壁条件# 本文将讨论等

通量壁圆管中, 考虑粘性耗散作用的流动的热发展情况问题# 因为文献[ 10]已经说明,在等通

量壁条件下流动功对温度场没有影响, 所以本文不包括流动功的作用# 类似于文献[ 2]和文献

[5]、文献[ 6]及文献[ 12]、文献[ 13] , 我们的分析仅考虑 Darcy 耗散项, 忽略了 Al_Hadrami等

人[ 14]和Nield[ 15]建议的其它项, 得到了解析解# 与Nield等人[ 2]提出的 Darcy项相比,我们的解

有一个附加项 O( Da )# 我们关于多孔介质形状因子的结果,类似于文献[ 16]# Brinkman 流动

模型于 1947年提出(参考文献[ 1]的引证) , 没考虑惯性效应, 但 Darcy_Brinkman_Forchheimer模

型考虑了惯性的影响# 显然, Brinkman流动模型可以说是多孔介质热交换过程的完整的数学

模型# 该模型包括热传导过程的能量方程和流体运动的连续性方程# 在某些特殊情况下,该

模型可以分解出这两类方程# 在一定条件下,应用该模型是完全有效的(详见文献[ 17] )# 

对不含固体材料的流体, 该问题早期的工作, 请参见文献[ 18]# 

1  分   析

1. 1  基本方程

对充分发展的定常流动情况,我们考虑在具有不渗透性管壁的管道内, r
*

= R处x
* 方向

的单向流动,见图 1# 

管壁热通量保持为常数 qd# Brinkman动量方程为

  Leff
d2

u
*

dr
* 2 +

1

r
*

du
*

dr
* -

L
K

u
*

+ G = 0, ( 1)

其中 Leff 为有效粘度, L为流体粘度, K 为渗透率, G 为负向作用压力梯度# 定义无量纲变量

  x =
x

*

PeR
, r =

r
*

R
, u =

Lu
*

GR
2 , ( 2)

其中 P�clet数 Pe定义为
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  Pe =
QcPRU

k
# ( 3)

图 1 计算示意图

则方程( 1)的无量纲形式为

  M
d2

u

dr
2 +

1
r

du
dr

-
u

Da
+ 1 = 0# ( 4)

粘度比 M 和 Darcy数 Da 定义为

  M =
Leff

L
, Da =

K
R

2# ( 5)

方程( 4)变为

  d
2
u

dr
2 +

1
r

du
dr

- s
2
u +

1
M

= 0, ( 6)

其中形状因子 s 为

  s =
1

MDa

1/ 2

# ( 7)

在无滑移边界条件 u = 0, r = 1和对称条件du/ dr = 0, r = 0下求解方程( 6)# 平均速度 U和

体平均温度 T m为

  U =
2

R
2Q

R

0
u

*
r

*
dr

*
, T m =

2

R
2
UQ

R

0
u

*
T

*
r

*
dr

* # ( 8a, b)

再定义无量纲量

  û =
u

*

U
, H= k

T
*

- T IN

qdR
, Ĥ=

T
*

- T w

T m - T w
# ( 9)

特别地,由具有上述边界条件的方程( 6)、( 8a)和( 9) , 文献[ 11]得到的结果表明

  û = 2( 1- r
2
) 1+

E
24

( 3r
2
- 1)   ( E=

s
2

2
n 1) , ( 10a)

  û = 1+
2
s

1-
e- s( 1- r )

r
  (当 s m 1)# ( 10b)

Nusselt数 Nu 为

  Nu =
2Rqd

k( T w - T m)
# ( 11)

假定是局部热平衡和均质同性的# 不含热源项、轴向对流和热耗散的定常热能方程为

  Qcp u
* 5T

*

5x
* =

k
r

*
5

5r
* r

* 5T
*

5r
* +

Lu
* 2

K
, ( 12)

其末项为粘性耗散项# 上式的无量纲形式为

  û
5H
5x

=
52H
5r

2 +
1
r
5H
5r

+ Brû
2
, ( 13)

其中 Br 为 Brinkman数, 由下式定义

  Br =
LU

2
R

qdK , ( 14)

边界条件为

  
5H
5 r

( x , 0) = 0, H( x , 1) = 0 (横向) ,

H( 0, r ) = 1 (顺向:入口)# 
( 15a, b)

2  解 的步 骤

2. 1  热传入区域
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现在的问题是在边界条件( 15a, b)下解方程( 13) # 为此,我们利用文献[ 7]给出的速度分

布的数值解,得出能量方程[ 18]为

  Hi+ 1, j =
$x
ûj

Hi, j+ 1 - 2Hi, j + Hi , j- 1

( $r)
2 +

Hi , j+ 1 - Hi , j- 1

2rj $r
+ Brû

2
j + Hi, j , ( 16)

边界条件为

  H1, j = 0, Hi, j
max

= Hi , j
max- 1

- $r , Hi, 1 = Hi , 2, ( 17a, b, c)

其中 i = 1, j = 1和 j = j max在计算域中分别表示 x
*

= 0, r
*

= 0(管道中面) 和 r
*

= R (管

道壁面)# 在边界条件( 17a, b, c)下解此方程,得到局部温度分布# 数值格式的具体应用请参

见文献[ 7] , 此不赘述# 

可以求得无量纲体积温度为

  Hm( x ) = 2Q
1

0
û( r ) H( x , r ) r dr# ( 18)

局部Nusselt数为

  Nu( x ) =
2

Hwall( x ) - Hm( x )
# ( 19)

发展的Nusselt数表示为 Nu( x ) , 充分发展的Nusselt数表示为Nu# 

2. 2  充分发展区域
我们重写了充分发展区域的能量方程,利用热力学第一定律有

  d
2
Ĥ

dr
2 +

1
r

dĤ
dr

=
Nu
2

(- BrU- 2û ( 1- Br3U4) ) , ( 20)

和    3U4 = Q
1

0
Ur dr = Q

1

0
û

2
rdr# ( 21)

方程( 20)可在如下边界条件下求解

  Ĥ( 1) = 0,
dĤ
dr

( 0) = 0# ( 22a, b)

最后通过相容性条件和如下积分得到Nusselt数值

  Q
1

0
Ĥûr dr = 0. 5# ( 23)

要得到结果,我们还要分别考虑小的形状因子和大的形状因子 s 的情况# 

2. 2. 1  小形状因子
当 s n 1时, s 称为小参数,我们利用正则渐近展开求得了温度分布,略去详细的数学推

导,得

  Ĥ
Nu

=
Br
2

r
6

9
-

r
4

2
+ r

2
-

11
18

+
s

2

6
3r

8

64
-

7r
6

36
+

5r
4

16
-

r
2

4
+

49
576

+

    ( 1- Br 3U4)
r

4
- 4r

2
+ 3

8
+

s
2

288
( r

6
- 3r

4
+ 3r

2
- 1) , ( 24)

基于文献[ 7]给出的速度剖面又有

  3U4 =
2
3 -

E
72# ( 25)

因此,Nusselt数为

  Nu =
48/ 11

1+ 0. 096 96Br - ( s
2
/ 1 000) ( 12. 12+ 3. 67Br)

, ( 26)

对每一小的 s ( s y 0) 值, 解趋于纯净流动,当忽略粘性耗散时, 充分发展 Nusslet数 Nu 趋于

48/ 11# 
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2. 2. 2  大形状因子
当 s m 1时, 1/ s 是小参数,求得温度分布为

  Ĥ
Nu

=
( 1- r

2
)

4 ( 1+ Br3U4) 1+
2
s

-
Br
2 1 +

4
s

, ( 27)

其中 3U4求得为

  3U4 =
1+ 4/ s

2
# ( 28)

并得到Nusselt数为

  Nu =
8

1+ ( 4+ Br ) / s
# ( 29)

方程( 31)表明, 1阶近似的 Nusselt数并不依赖于 Br# 这与 Nield等人
[ 10]
在小 Darcy 数时

得到的结果完全一致# 文献[ 10]说明,这些 Darcy 数和Nusselt 数通常不依赖于 Br (类似的粘

性耗散模型)# 检查大 s值时我们的解, 发现就是M = 0时的已知解析解# 说明对于大的 s值

( s y ] ) ,二者是等价的, 速度趋于块体速度, 即 u
* y KG / L或û y 1,并且在忽略粘性耗散时

Nu y 8# 显然,这一结果与Nield和 Bejan[ 1]的 Darcy流动模型的结果完全吻合# 

3  结果和讨论

3. 1  热传入区域

在此问题中,有一个变化的大参数并且计算十分耗时# 我们能够通过流域计算温度场,但

为简便计,我们仅计算Nusselt数值# 

首先我们考虑粘性耗散可以忽略的情况# 局部Nusselt数的结果见图 2# 图 2示出了对不

同的 s 值,发展的Nusselt数随 x 的变化曲线# 当 s = 0时,解趋于经典 Graetz问题,充分发展

Nusselt数趋于 48/ 11# 另一方面,当 s 值比较大时, 又近似于 Darcy 流动情况# 可以看出,当 s

= 100时, 充分发展Nusselt数趋近于 Nu = 8# 显然, Nusselt数随着 s 的减小而减小# 

 图 2  不同 s 值时,发展 Nusselt数值

随 x 的变化 ( Br = 0)

现在我们转向粘性耗散影响的研究# 图 3示出

了当 s = 100时, 对不同 Br 值, 粘性耗散对发展的

Nusselt数的影响# 图4显示当 s = 0. 1时, 对不同 Br

值,发展Nusselt数随 x 的变化情况# 可以得到如下

结论: 在管道入口处, Nusselt数从最大值单调递减到

与 Brinkman 数有关的充分发展值; 相反在恒温边界

条件时, Nusselt数是通过最小值达到与 Brinkman 数

无关的充分发展值# 对恒温壁的管道, 管壁热通量

顺流衰减使粘性耗散变为仅是能源, 而充分发展

Nusselt数变得与 Brinkman 数无关(参见文献[ 7] , 文

献[ 5] ,文献[ 2] )# 因此, 对于我们研究的情况(等通

量壁) ,粘性耗散产生的热和壁的热通量始终存在,以致可以说是这二者一起影响了充分发展

Nusselt数# 这一结论也可以从 Nield等人
[ 10]
和KakaÔ等人[ 19]

的结果得出# 
3. 2  充分发展区域
从2. 2节得到的渐近结果可以看出,充分发展Nusselt数取决于 Brinkman数# 我们的结果

与纯净流动问题性质相似,并且Nusselt 数也表现出类似的发展趋势,所不同的是耗散项的形

式,即如果采用与Nield等人[ 10]相同的模型,我们的结果就可以和KakaÔ等人[ 19]的纯净流结果
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图 3  不同 Br 值时,粘性耗散对发展      图 4 不同 Br 值时,粘性耗散对发展

Nusselt数的影响 ( s = 100) Nusselt数的影响 ( s = 0. 1)

相比较# 对不同 Br 数,图 5示出了充分发展Nusselt数随小 s 值的变化,图 6示出了充分发展

Nusselt数随大 s 值的变化# 在 Br = 0的极限情况,大 s( s y ] ) 和小 s ( s y 0) 的结果与文

献中的相应结果完全吻合# 为得到图 5和图 6,我们利用了充分发展区域的渐近解,当然也可

以利用我们的数值解# 

 图 5  不同 Br 值时,充分发展 Nusselt   图 6  不同 Br 值时,充分发展 Nusselt

数随小 s 值的变化(图例同图 3) 数随大 s 值的变化(图例同图 3)

 图 7  两种方法得到的充分发展 Nusselt   图 8 两种方法得到的充分发展 Nusselt

数随 s 的变化 ( Br = 0. 1) 数随 Br 的变化 ( s = 0. 1)

图 7、图 8是充分发展区域中, 本文数值解与渐近解结果的比较# 可以看出,在误差的有

限范围内, 两种方法得到的充分发展 Nusselt数吻合很好,数值解略微小于渐近解# 还可看出,

Nusselt数与数值解一样,都随 s 和Br 值单调变化# 
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4  结   论

在等通量壁多孔饱和圆管的热传入区域,对温度场进行了数值模拟并求得 Nusselt数# 所
得结果与公开发表的文献进行了比较, 吻合程度非常好# 研究了 Brinkman数和 Darcy 数(或形

状因子)对热发展的影响# 求得了充分发展区域中分别取大形状因子和小形状因子时的解析

解# 从本文工作可得如下结论:

#热传入长度与 Brinkman数几乎无关,在同一时间对同一 Brinkman数,热传入长度较恒温

壁情况更短# 

#充分发展Nusselt数取决于 Brinkman 数, 即随着 Brinkman数的增大,充分发展 Nusselt数

减小,当取小形状因子时这一影响更大,而取大形状因子时Nusselt数与 Brinkman数几乎无关# 

#当 Brinkman 数大于 100时, 小形状因子时的 Nusselt 数趋于 0# 这一事实告诉我们,

Brinkman数为 100可以作为一个门槛值,从而很容易使Nusselt数为0,而不必求解热传入方程# 
# Nusselt数对形状因子很敏感,即随形状因子值的减小,充分发展Nusselt数减小# 

感谢  本文第一作者非常感谢波斯湾大学的支持和帮助# 我们十分感谢应用数学和力学

英文版编辑部联系编辑沈美芳教授,关于应在引言中提醒读者注意 Brinkman 流动模型的局限

性# 
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Abstract: The viscous dissipation effect on forced convection in a porous saturated circular tube with

an isoflux wall is investigated on the basis of the Brinkman flow model. For the thermally developing

region, a numerical study was reported while a perturbation analysis was presented to find expres-

sions for the temperature profile and the Nusselt number for the fully developed region. The fully de-

veloped Nusselt number found by numerical solution for the developing region was compared with that

of asymptotic analysis and a good degree of agreement is observed.
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