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摘要:  借助极限理论和 Fonda 定理, 研究了一类既有常数输入率又有因病死亡率的 SEIS 传染病

模型# 所考虑模型的传染率是非线性的, 并且得到了该模型的基本再生数, 当基本再生数小于 1

时,该模型仅存在唯一的无病平衡点, 它是全局渐近稳定的, 且疾病最终灭绝# 当基本再生数大于

1 时,该模型除存在不稳定的无病平衡点外,还存在唯一的局部渐近稳定的地方病平衡点, 并且疾

病一致持续存在# 
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引   言

对经典的传染病模型,往往主要关心平衡点的存在性、局部和全局稳定性# 近年来, 由于

在传染病模型中引入了形式更一般的传染率,使得模型具有更复杂的动力学性态,有时用传统

的分析方法很难达到目标# 但从传染病学的意义上来讲, 研究疾病的持续性与研究疾病的最

终行为有着同样重要的意义# 关于传染病的持续性已有一些学者进行了研究[ 1~ 3]# 

在经典的流行病模型中通常使用双线性型和标准型的传染率[ 4, 5] ,因而这些模型具有较

简单的动力行为# 近来, 人们提出了几类不同的传染率# 用 S ( t ) 表示 t 时刻易感者的数量,

E ( t ) 表示 t 时刻潜伏者的数量, 用 I ( t ) 表示 t 时刻具有传染力的染病者的数量# 在研究了

1973年在意大利东部港市巴里流行的霍乱之后, Capasso和 Serio[ 6]在传染病模型中引入了饱和

型的传染率 g ( I ) S# 这一工作十分重要,因为染病者和易感者之间的有效接触可能会由于染

病者的聚集或是由于易感者采取了保护措施而影响染病者的传染水平# 文献[ 7]和文献[ 8]就

引入了形如 BIpSq 的传染率,文献[ 8] 和文献[ 9] 就引入了形如 BIpS / (1+ aI
q
) 的传染率# 文献
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[ 10]讨论了形式更为一般的非线性传染率# 

本文所考虑的 SEIS传染病模型为

  

dS
dt

= A - LS -
BSI
<( I )

+ CI ,

dE
dt

=
BSI
<( I )

- ( L+ E) E,

dI
dt

= EE - ( L+ A+ C) I ,

( 1)

其中 A 为对种群的输入率, L种群的自然死亡率, E为由潜伏到传染的转换率, C为染病者的恢

复率, A为因病死亡率# BSI / ( <( I ) ) 为传染率,它推广了非线性传染率 BI
p
S/ (1+ aI

q
) ,并且当

<( I ) S 1时该传染率即双线性传染率# 假设函数 <( I ) 满足 <(0) = 1且 <c( I ) \ 0,这意味

着对于 I \ 0有 <( I ) \ 1# 1/ ( <( I ) ) 表达了当染病者的数量增加时,易感者的行为变化将阻

碍传染,这意味着随着染病者数量的增加,易感者和染病者间的接触会减少# 因此, 此传染率

的引人更具有合理性# 

本文安排如下: 第 1节讨论平衡点的存在性和稳定性;第 2节证明当地方病平衡点存在时

系统( 1)是一致持续的;第 3节对所得结果进行总结和讨论# 

1  平衡点的存在性和稳定性

为了便于表述, 记 n = L+ E, m = L+ A+ C, 则系统( 1)变为

  

dS
dt = A - LS -

BSI
<( I ) + CI ,

dE
dt

=
BSI
<( I )

- nE ,

dI
dt

= EE - mI ,

( 2)

将系统( 2)的 3个方程相加可得

  d
dt

( S + E + I ) = A - L( S + E+ I ) - AI# 

因此,从模型的实际意义考虑,仅在集合 8 = ( S, E , I ) I R
3
+ : 0 < S + E + I [ A / L 内考

虑系统(2)# 这里 R
3
+ 表示 R

3
中包括 3个坐标面的第一卦限部分# 易知集 8 是系统( 2)的正

不变集# 

记 R 0 = BEA/ ( Lmn) ,则 R 0即为系统( 2)的基本再生数,它是一个染病者在他的有效传染

期内被混入易感者人群中所能产生的二代染病病历数# 

显然,系统( 2)总有无病平衡点(平凡平衡点) P 0( A / L, 0, 0)# 对于无病平衡点 P0 有

定理 1. 1  系统( 2)无病平衡点 P0当 R0 < 1时在 8上是全局渐近稳定的; 当 R0> 1时是

不稳定的# 

为了证明无病平衡点 P0 的全局渐近稳定性, 引入下面的引理

引理 1. 2[ 3]  对于一个在 [ 0, ] ) 上有界的实值函数 f , 定义

  f ] = lim
t y ]

inff ( t ) , f
]
= lim

t y ]
supf ( t )# 

设 f : [ 0, ] ) y R 是有界的且二次可导,并且有有界的二阶导数# 设当 k y ] 时 t k y ] 且

f ( t k) 收敛于 f
]
或者 f ] ,则l im

k y ]
f c( tk) = 0# 

定理 1. 1的证明  易知, K= - L是系统(2) 在无病平衡点 P 0处的 Jacobi矩阵 J ( P 0) 的

592 王   拉   娣    李   建   全



一个特征根# J( P0) 的其它特征根由方程( K+ n) ( K+ m) - BA/ L= 0确定# 易知当且仅当

mn- BA/ L> 0,即 R0 < 1时,此方程的所有根均具有负实部, 所以无病平衡点 P0当 R0< 1时

是局部渐近稳定的, 当 R 0 > 1时是不稳定的# 

根据引理 1. 2,选择序列 tk y ] ( k y ] ) 使得 E ( tk) y E
]
, dE( t k) / dtk y 0, 和序列 Sk y

] ( k y ] ) 使得 I ( Sk ) y I
]
, dI ( Sk) / dSk y 0# 

从系统( 2)的第 2个方程有

  E
]
=

B
n

lim
k y ]

S ( tk) I ( tk)

<[ I ( t k) ]
[ B

n
#A
L

#I ]
, ( 3)

其中用到 <( I ) \ 1和 S [ A/ L# 
从系统( 2)的第 3个方程有

  I
]
=

E
m

lim
k y ]

E( Sk) [ E
m

#E ] # ( 4)

由不等式( 3)和( 4)有

  E
] [ BEA

Lmn
E

]
= R 0E

]
, I

] [ BEA
Lmn

I
]
= R0I

] # 

这意味着当 R0 < 1时 E
] [ 0和 I

] [ 0# 然而,已知 E ] \0和 I ] \0, 所以有 E
]
= E ]

= 0和 I
]
= I ] = 0,即有lim

t y ]
E ( t) = 0,和lim

t y ]
I ( t ) = 0# 进一步, lim

t y ]
S ( t ) = A/ L# 

根据 P0的局部稳定性便知:当 R0 < 1时,无病平衡点 P 0是全局渐近稳定的# 

定理 1. 1证毕# 

定理 1. 3  当 R0> 1时,系统(2) 在 8内有唯一的地方病平衡点(正平衡点) P
*
( S

*
, E

*
,

I
*
) ,它是局部渐近稳定的,其中 S

*
= mn<( I * ) / ( BE) , E*

= mI
*
/ E,且 I

* 是方程( mn / E-

C) I + Lmn<( I ) / ( BE) = A 在区间(0, A / L) 内的唯一根# 

证明  系统( 2)的地方病平衡点 P
*
( S

*
, E

*
, I

*
) 的坐标是方程组

  

A - LS -
BSI
<( I )

+ CI = 0,

BSI
<( I ) - nE = 0,

EE - mI = 0

( 5)

在集 8 内的正解# 

由方程组( 5)的第 3个方程有 E = mI / E# 由于这里不考虑 I = 0, 所以将 E = mI / E代入

(5) 的第 2个方程可得: S = mn<( I ) / ( BE)# 进一步,再由( 5)的第 1个方程有

  F( I ) =
$ mn

E
- C I +

Lmn
BE

<( I ) - A = 0# ( 6)

注意到 mn/ E- C= L( L+ A+ C) / E+ ( L+ A) > 0# 由于 <c( I ) \ 0,所以 F ( I ) 是增

函数# 显然, F( A / L) > 0, 又 F (0) = Lmn/ ( BE) - A(这里用到 <( 0) = 1) , 因此,当且仅当

F (0) < 0,即 R 0 > 1时,方程(6) 在区间(0, A / L) 内有唯一的根 I
* # 

将 I = I
* 代入 E = mI / E和S = mn<( I * ) / BE即得E

* 和 S
* # 

由 F (A / ( L+ A) ) > 0知, I
*
< A/ ( L+ A) ,因此0 < S

*
+ E

*
= [ A - ( L+ A) I * ] / L

< A/ L# 所以点 P
*
( S

*
, E

*
, I

*
) 位于集 8 的内部# 

地方病平衡点 P
* 的存在性得到证明# 

运用等式 BI * S
*
/ <( I * ) = nE

*
, BS *

/ <( I * ) = mn / E和E
*
= mI

*
/ E可得系统(2) 在地
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方病平衡点 P
* 处的 Jacobian矩阵为

  J( P
*
) =

- L- nE
*

S
* 0 C- mn

E
1-

I
* <c( I * )
<( I

*
)

nE
*

S
* - n

mn
E

1- I
*
<c( I * )
<( I * )

0 E - m

,

J ( P
*
) 的特征方程为

  K
3
+ a1K

2
+ a2K+ a3 = 0,

其中

  a1 = L+ m + n +
nE

*

S
* > 0,

  a2 = mn#I
*
<c( I * )
<( I * )

+ (m + n) L+
nE

*

S
* > 0,

  a3 =
nE

*

S
* ( mn - EC) + mnL#I

* <c( I * )

<( I * )
# 

进一步,

  a1a2- a3 = m + n +
nE

*

S
* mn#I

* <c( I * )
<( I * )

+ ( m+ n) L + (m + n) L2 +

    nE
*

S
* L+ m + n +

nE
*

S
* ( m + n ) - mn + EC# 

注意到 m = L+ A+ C和n = L+ E,所以有 a3> 0和 a1a2- a3 > 0# 因此,由Routh_Hurwitz

定理知,地方病平衡点 P
*
是局部渐近稳定的# 

定理 1. 3证毕# 

2  持 续性

为了引进引理的简要,首先来回顾一些定义# 设 X 是一个具有度量d 的局部紧度量空间,

F 是X 空间的一个闭子集# 5F 和 intF 分别表示集F 的边界和内部# 设 P是定义在集F 上

的一个半动力系统# 

称 P是持续的, 如果对所有的 u I intF 都有 lim
t y+ ]

infd ( P( u , t ) ,5F) > 0# 称 P是一致持

续的,如果存在 N> 0使得对所有的 u I intF 都有 lim
t y+ ]

infd ( P( u , t ) ,5F) > N# 

在文献[ 11]中, Fonda根据斥子给出了一个关于持续的结果# 一个 F的子集 2被称为一致

斥子,如果存在 G> 0,使得对于每一个 u I F \ 2都有 lim
t y+ ]

infd( P( u, t ) , 2) > G# 一个在局

部紧度量空间的一个闭子集 F 上定义的半流是一致持续的, 如果 F 的边界是排斥的# Fonda

的结论即下面的引理

引理 2. 1
[ 11]  设 2 是X 的一个紧子集,使得 X \ 2是一个正不变集# 2是一致斥子的充

分必要条件是存在 2 的一个邻域 U和一个连续函数P : X y R+ 满足

1) 当且仅当 u I 2 时P ( u) = 0# 

2) 对所有的 u I U \ 2 都有一个T u > 0使得 P ( P( u, T u) ) > P( u )# 
对任意的 u0= ( S0, E0, I 0) I 8, 系统(2)都存在定义在R+ 上且满足 P( u0, 0) = ( S0, E 0,

I 0) 的唯一解 P( u0, t ) = ( S , E , I ) ( t ; u0)# 由于 8 是系统(2) 的一个正不变集,所以对于 t I

R+ 有 P( u0, t ) I 8 且是在 8 内的半动力系统# 
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下面证明 2 = ( S, E , I ) I 2 : I = 0 是系统(2) 的一个一致斥子,这意味着半动力系统

P是一致持续的# 

定理 2. 2  如果 R0> 1,则集 2是系统(2) 的一个一致斥子,因此 P在 8内是一致持续的# 

证明  易知, 当 I (0) > 0时,对于 t > 0有 I ( t ) > 0,所以 8 \ 2是正不变的# 又集 2是

8 的一个紧子集# 定义P : 8 y R+ 为 P ( S , E, I ) = I , 并且记 U = ( S , E , I ) I 8 : P ( S, E ,

I ) < Q , 其中 Q> 0足够小以使得 R0L/ [ <( Q) ( u + 2BQ) ] > 1,因为 R 0 > 1和 <(0) = 1# 

假设存在 �u I U(�u = (�S , �E ,�I ) ) 使得对每一个 t > 0都有 P ( P(�u, t ) ) < P (�u) < Q,即

当 t > 0时, I ( t ; �u ) < Q# 由系统(2) 的第一个方程有dS/ dt \A - LS- BQS ,因此 lim
t y+ ]

infS( t ;

�u ) \ A/ ( L+ BQ)# 所以存在充分大的 T > 0使得当 t \ T 时, S ( t ; �u ) > A/ ( L+ 2BQ)# 

定义辅助函数 V( t ) = I ( t ) + E(1- Q
*
) E ( t ) / n, 其中常数 Q

*
(0 < Q

*
< 1) 足够小以使

得 R0 L(1- Q* ) / [ <( Q) ( L+ 2BQ) ] > 1# 直接计算可得 V( t ) 沿着 P(�u, t ) 的导数为

  d V( t )
dt

=
BE(1- Q* ) S ( t )

n<( I ( t ) )
- m I + EQ* E,

因此对于 t \ T 有

  d V( t )
dt

\ BEA(1 - Q* )
n<( Q) ( L+ 2BQ)

- m I + EQ* E =

      m
R0 L(1- Q* )
<( Q) ( L+ 2BQ) - 1 I + EQ* E ,

其中用到 <( I ) [ <( Q) ,这是因为 I < Q和 <c( I ) \ 0# 

定义常数

  D= min m
R 0L(1- Q* )

<( Q) ( L+ 2BQ)
- 1 ,

nQ
*

1- Q
* > 0,

则有

  d V( t )
dt

\ DV( t ) ,

此不等式表明当 t y ] 时有 V( t ) y ] # 然而, V( t ) 在集 8 上是有界的# 因此上述假设不成

立# 

到此为止, 已证明对每一个 u I 8 \ 2,且 u属于 2的某个适当的邻域时,都存在一个 Tu

使得 P( P( u, T u) ) > P ( u)# 因此,根据引理 2. 1,定理2. 2成立# 

定理 2. 2证毕# 

3  结   论

本文对一类 SEIS传染病模型的动力学进行了分析研究# 此模型既含有常数输入率、又含

有指数自然死亡率和因病死亡率, 因此模型所考虑的总种群数量随时间变化而改变# 同时,传

染率是一种更符合实际的非线性型传染率# 

对于系统( 1) ,找到了基本再生数 R0 = A/ L#B/ ( L+ A+ C)#E/ ( d + E)# 它完全决定了

系统(1) 在可行域 8 内的动力学行为# 如果 R 0 < 1,无病平衡点就在 8 内全局渐近稳定,且

疾病总会最终灭绝# 如果R0 > 1, 则存在唯一的地方病平衡点,它是局部渐近稳定的,并且当

疾病初始存在时,疾病会在种群中持续存在# 

感谢  本文得到空军工程大学科研基金资助,特此感谢# 
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Qualitative Analysis of an SEIS Epidemic Model

With Nonlinear Incidence Rate
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( 1. Depar tment of Applied Mathemat ics , Shan xi Univ er sity of Finan ce and Econ om ics ,

T aiyuan 030006, P . R . China ;

2. Depa rtm ent of Mathem atics , Shangha i Univ er sity , Shan gha i 200436, P . R . China ;

3. Depa rtm ent of Applied Mathem atics and Phy sics , Air Force En gin eer ing Univer sity ,

Xi. an 710051, P . R . China )

Abstract: By means of limit theory and Fonda. s theorem, an SEIS epidemic model with constant re-
cruitment and the disease_related rate is considered. The incidence term is of the nonlinear form, and

the basic reproduction number was found. If the basic reproduction number is less than one, there ex-

ists only the disease_free equilibrium which is globally asymptotically stable, and the disease dies out

eventually. If the basic reproduction number is greater than one, besides the unstable disease_free e-

quilibrium, there exists also a unique endemic equilibrium, which is locally asymptotically stable, and

the disease is uniformly persistent.

Key words: epidemic models; equilibrium; stability; persistence
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