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摘要: � 研究了功能梯度材料有限宽板中与板边平行的 III 型裂纹问题�� 假设材料的剪切模量沿

板宽度方向呈指数规律变化, 利用 Fourier 变换将问题描述为奇异积分方程, 并进一步将未知的位

错密度函数表示为 Chebyshev 多项式的级数式, 从而将奇异积分方程化为线性代数方程组进行配

点数值求解�� 基于数值结果, 讨论了材料非均匀性参数、板和裂纹的几何参数等对应力强度因子

( SIF) 的影响�� 研究表明, SIF 随裂纹长度的增大而增大, 随裂纹所在区域材料刚度的增大而减小;

板越窄, SIF 对非均匀性参数的变化越敏感, 且变化规律也越复杂�� 随着非均匀性参数的增大, SIF

既可能增大也可能减小还可能基本保持不变, 这主要取决于板的相对宽度和裂纹的相对位置�� 当

裂纹位于板的中央或当板较宽时, SIF 对非均匀性参数的变化都不太敏感��
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中图分类号: � O346. 1 � � � 文献标识码: � A

引 � �言

随着航空、航天、国防等工业的发展, 常规的均匀材料越来越难以满足这些尖端行业对材

料性能的苛刻要求[ 1, 2]��为适应耐摩、耐热、抗冲击等工程需要, 近年来工程中设计和制造了

性质连续过渡的功能梯度材料��随着功能梯度材料应用的发展, 其断裂力学分析逐渐成为断

裂力学研究的热点��通过将材料性能参数假设为空间坐标的某种特定函数, 如, 指数函

数
[ 3, 4]

、幂函数
[ 5]
、线性函数

[ 6]
等, 人们研究了功能梯度材料的各种断裂问题��在功能梯度材

料断裂力学研究中, 反平面裂纹问题是工程中普遍存在的一类问题��在功能梯度涂层、功能梯

度界面层、功能梯度板材等结构中, 反平面断裂是较典型的断裂模式�� Erdogan 采用基于斜率

描述的奇异积分方程, 研究了功能梯度双材料界面反平面断裂问题, 得到了应力强度因子随材

料非均匀性参数的变化规律
[ 7]�� Erdogan 和 Ozturk 研究了与功能梯度涂层界面垂直的周期性
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反平面裂纹问题[ 8]�� Chan 等采用基于位移描述的超奇异积分方程, 研究了功能梯度材料的反

平面裂纹问题
[ 9]

; Huang 等将功能梯度涂层划分为多个子层, 并假设每个子层的剪切模量呈线

性变化以模拟涂层中剪切模量的任意变化, 研究了功能梯度涂层的反平面断裂问题[ 10]��Wang

等对比研究了剪切模量的多种不同分布类型对功能梯度板条 �型应力强度因子的影响
[ 11]��

本文假设材料剪切模量沿板宽度方向呈指数规律变化, 推导功能梯度材料有限宽板反平面断

裂问题的 Cauchy 奇异积分方程, 并对奇异积分方程进行数值求解, 最后基于数值结果, 分析功

能梯度材料非均匀性参数、板和裂纹的几何参数等对应力强度因子的影响��

1 �力 学 模 型

图1 所示为宽度为 h0 的无限长功能梯度材料板条, 其中在离下表面距离为 h 的平面上有

一条长为2a 的裂纹�� 如图建立直角坐标系, 假设材料的剪切模量为坐标 Y 的如下指数函数:

图 1� 功能梯度材料板条中

的反平面裂纹

� � G( Y) = G 0e
�Y

, ( 1)

其中, G0 为功能梯度材料板条下表面( Y = 0) 处的剪切模

量, �为功能梯度材料的非均匀性参数��

在以裂纹中心为原点的坐标系 xoy 中, 材料的剪切模量

表示为

� � G( y ) = G1e
�y

, ( 2)

其中, G1 = G0e
�h 为功能梯度板条中离下表面距离为h 的平

面处的剪切模量��

假设图 1 所示的无限长功能梯度板条上、下侧面受到反平面剪切载荷作用且裂纹面为自

由表面, 则该问题可以看作如下两个问题的叠加: ( a) 上、下侧面反平面剪切载荷的作用, 使得

无裂纹功能梯度板条在离下表面距离为 h 的平面上产生的剪应力为- �0( x ) ; ( b) 在离下表面

距离为 h 的平面上含有裂纹的功能梯度板条上、下侧面自由, 而裂纹表面受到 �0( x ) 作用��由

于问题( a) 对于裂纹尖端场没有影响, 所以, 在此可以仅考虑问题( b) , 而将 �0( x ) 作为裂纹面

已知的应力边界条件处理[ 10] , 此时, 图 1中裂纹问题的边界条件和连续条件可表示为

� � �yz ( x , h0 - h ) = 0, �yz ( x , - h) = 0, � � x � (- � , + � ) , ( 3)

� � �yz ( x , + 0) = �yz ( x , - 0) = �0( x ) , � � x � (- a , a) , ( 4)

� � �yz ( x , + 0) = �yz ( x , - 0) , � � x � (- � , + � ) , ( 5)

� � w ( x , + 0) = w ( x , - 0) , � � x /� (- a, a)�� ( 6)

2 �奇异积分方程的导出与求解

功能梯度材料反平面问题的本构关系为

� � �xz = G ( y )
�w
�x , �yz = G ( y )

�w
�y ; ( 7)

反平面问题的平衡方程为

� �
��xz

�x +
��yz

�y = 0�� ( 8)

将( 7) 式代入( 8) 式并考虑( 2) 式, 再对结果关于 x 作 Fourier 积分变换, 可得变换域中的控制方

程为

� � d2 �w
dy

2 + �
d�w
dy

- �2 �w = 0, ( 9)
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其中, �w 为反平面位移w ( x , y ) 关于 x 的如下Fourier 积分变换

� � �w ( �, y ) = �
+ �

- �
w ( x , y ) ei�xdx�� ( 10)

( 9) 式的解析解如下

� � �w ( �, y ) = Aj ( �) e- 0. 5[ �- p ( �) ] y
+ Bj ( �) e- 0. 5[ �+ p ( �) ] y

, ( 11)

其中, p ( �) = �
2
+ 4�

2
; 当 y < 0时, j = 1; 当 y � 0 时, j = 2��

将( 11) 式代入( 10) 式, 并作 Fourier 逆变换, 可得反平面位移场的 Fourier 积分变换解为

� � w ( x , y ) =
1
2��

+ �

- �
[ Aj ( �) e- 0. 5[ �- p ( �) ] y

+ B j ( �) e- 0. 5[ �+ p ( �) ] y
] e- i�xd��� ( 12)

将( 12) 式代入( 7) 式, 可得

� � �yz = -
G( y )

4� �
+ �

- �
A j ( �) [ �- p ( �) ] e- 0. 5[�- p (�) ] y

+

� � � � Bj ( �) [ �+ p ( �) ] e
- 0. 5[ �+ p ( �) ] y

e- i�xd��� ( 13)

将( 13) 式代入( 3) 式和( 5) 式, 可得

� � B1( �) = A 1( �) [ �- p ( �) ]
2
e
- hp ( �)

/ ( 4�
2
) , ( 14)

� � B2( �) = A 2( �) [ �- p ( �) ]
2e( h

0
- h) p ( �)

/ ( 4�2) , ( 15)

� � A 1( �) =
1- e( h

0
- h) p ( �)

1- e- hp ( �) A 2( �)�� ( 16)

为了导出求解上述问题的奇异积分方程, 引入如下的位错密度函数

� � g( x ) =
�w ( x , + 0)
�x -

�w ( x , - 0)
�x ; ( 17)

利用该位错密度函数可以将连续条件( 6) 式表示为

� � g( x ) = 0, � � x /� (- a, a )�� ( 18)

对( 17) 式两边关于 x 作 Fourier 变换, 并结合( 18) 式, 可得

� � i
��

a

- a
g( x ) ei�x dx = �w ( �, + 0) - �w ( �, - 0)�� ( 19)

将( 11) 式代入( 19) 式, 并结合( 14) ~ ( 16) 式, 可得

� � A 2( �) =
4�

2
[ e

hp ( �)
- 1]

4�2 + [ �- p ( �) ]
2

( eh
0
p ( �)

- 1)
i
��

a

- a
g( s ) ei�sds�� ( 20)

可见, 只要能求出未知函数 g( x ) , 就可以确定 4个未知函数A 1( �)、B1( �)、A 2( �) 和 B2( �) , 从

而使问题得以求解�� 令 y � 0, 将( 20) 式、( 14) ~ ( 16) 式代入( 13) 式, 可得

� � �yz ( x , 0) =
1
��

a

- a
g ( s) K ( x , s ) ds , ( 21)

其中,

� � K ( x , s) = i�
+ �

- �
k ( �) ei�( s- x ) d�;

� � k ( �) = G 1�
[ �- p ( �) ] [ e

( h
0
- h) p ( �)

- 1] [ e
hp ( �)

- 1]
4�2 + [ �- p ( �) ]

2
[ eh

0
p ( �)

- 1]
��

由于 lim
�� � �

k( �) = - ( 1/ 4) G1sgn( �) , 根据Riemann_Lebesgue 公式 i�
+ �

- �
sgn( �) ei�( s- x ) d�= -

2/ ( s - x ) 可知, 当 � � � � 时, k ( �) 中会导致( 21) 式出现奇异积分的项为- G1sgn( �) / 4, 将

该项从 k ( �) 中分离出来, 则剩余项 k ( �) + G 1sgn( �) / 4在 � � � � 时不会引起( 21) 式出现奇

异积分, 于是可得

685功能梯度材料有限宽板的反平面断裂问题研究



� � K ( x , s) =
G 1

2
1

s - x
+ i�

+ �

- �
k ( �) +

G1

4
sgn( �) e

i�( s- x )
d���

因为 e
i�( s- x )

= cos[ �( s - x ) ] + i sin[ �( s - x ) ] , 且 k ( �) + G1sgn( �) / 4是关于 �的奇函数, 所

以

� � K ( x , s) =
G 1

2
1

s - x
+ 2�

+ �

0
k( �) +

G1

4
sgn( �) sin[ �( x - s) ] d�,

� � �yz ( x , 0) =
G1

2��
a

- a

g ( s)
s - x

ds +
1
��

a

- a
K 1( x , s) g( s ) ds, � � x � (- � , + � ) , ( 22)

其中, Fredholm 核

� � K 1( x , s ) = 2�
+ �

0
k ( �) +

G1

4
sgn( �) sin[ �( x - s ) ] d��� ( 23)

将( 22) 式代入裂纹面的应力边界条件( 4) 式, 并引入线性变换 �s = s / a, �x = x / a, 可得如

下的 Cauchy 奇异积分方程

� �
G1

2��
1

- 1

�g( �s )
�s - �x d�s +

a
��

1

- 1
�K 1( �x , �s) �g (�s ) d�s = ��0(�x ) , � � �x � (- 1, 1) , ( 24)

其中 � � �g ( �s ) = g ( a�s) ; �K 1( �x , �s ) = K 1( a�x , a�s ) ; ��0( �x ) = �0( a�x )��

另外, 位移单值条件可用 �g ( �s ) 表示为

� ��
1

- 1
�g ( �s ) d�s = 0�� ( 25)

依据 Erdogan 所建立的数值解法[ 12] , �g (�s ) 可用 Chebyshev 多项式表示为如下级数

� � �g ( �s ) =
1

1- �s 2 �
m

j= 0

CjTj (�s )�� ( 26)

其中, Cj 为待定系数, Tj ( �s ) = cos( j arccos�s ) 为第一类 Chebyshev 多项式��

将 �s 和�x 作如下的离散化处理

� �
�sk = cos

( 2k - 1)�
2n

, � � ( k = 1, 2, � , n) ,

�x r = cos r�
n

, � � ( r = 1, 2, � , n - 1) ,

( 27)

则可以在此离散点集上, 将方程( 24) 和( 25) 表示为如下代数方程

� � �
n

k= 1

�g (�sk) 1 - �s2
k [ G 1/ (�sk - �xr ) + 2a�K 1( �xr , �sk) ] = 2n��0( �x r)

� � ( r = 1, 2, � , n - 1) , ( 28)

� � �
n

k= 1

�g (�sk) 1 - �s2
k = 0�� ( 29)

( 28) 式与( 29) 式联立组成了含有 n 个未知数和n 个线性无关代数方程的方程组, 由此可

解出未知函数 �g ( �s ) 在 n 个求积节点�sk 所构成的离散点集上的值�g (�sk) ( k = 1, 2, � , n)��

3 �数值结果与讨论

图 1中裂纹尖端 x = a 处的 � 型应力强度因子定义为K � = lim
x � a

+
2�( x - a) �yz ( x , 0) ,

将( 22) 式代入该定义式, 并且利用( 26) 式和 Chebyshev 第一类多项式 Tj ( �s ) 的如下性质

� � 1
��

1

- 1

T j (�s )

(�s - �x ) 1- �s2
d�s = -

sgn( �x )

�x 2
- 1

[ �x - sgn( �x ) �x 2
- 1]

n
,
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� � j � 0, | �x | > 1,

可得裂纹尖端 x = a 处的 �型应力强度因子为

� � K � = -
G1

2
�a �

m

j = 0
Cj�� ( 30)

实际计算时, 应力强度因子都用 �0 �a 进行归一化处理, 即, K̂ � = K � / ( �0 �a )��

图 2� 裂纹长度和位置对 K̂ � 的影响 ( � > 0) 图 3� 裂纹长度和位置对 K̂ � 的影响 ( � < 0)

在 h0 和 �给定的条件下, 图2 和3给出了裂纹半长 a 和位置h 对K̂ � 的影响, 其中 a 和h

都用板宽 h0 作了归一化处理�� 图 2 中 �> 0, 图 3 中 �< 0�� 可见:

(A) K̂ � 随裂纹尺寸 a/ h0 的增大而呈现出稳定的增长��

( B) 在其它条件不变的情况下, 裂纹越靠近板边( 即, h/ h0 � 0. 1或 0. 9) , 则应力强度因

子 K̂ � 随裂纹位置的变化越显著�� 当裂纹位于板的刚度较小的一侧(如, 图2中0. 1< h/ h0 �

0. 3或图3 中0. 7 < h/ h0 < 0. 9) 时, 应力强度因子随裂纹位置而变化的幅度高于当裂纹位于

板的刚度较大的一侧(如, 图 2中 0. 7 < h / h0 < 0. 9或图3中 0. 1 < h/ h0 [ 0. 3) 时的情况# 

相对而言, 裂纹越靠近板的中部( 即, h/ h0 y 0. 5) , 应力强度因子的值越低, 且应力强度因子

随裂纹位置而变化的幅度也越小# 

   图 4 非均匀性参数 B 和板宽对 K̂ Ó      图 5 非均匀性参数 B 和板宽对 K̂ Ó

的影响 ( h/ h0 = 0. 2) 的影响 ( h/ h0 = 0. 8)

在裂纹半长 a 和裂纹相对位置h/ h0给定的情况下, 图4 ~ 图6给出了 K̂ Ó随 B和h0 而变

化的情况, 其中 h0 用 a 进行了归一化处理# 可见:

当裂纹靠近板边( 如图 4中 h/ h0 = 0. 2或图 5中 h/ h0 = 0. 8) 时, B和h0 对 K̂ Ó的影响较

为复杂, 且这两方面影响总是耦合在一起# 对不同宽度的板而言, 靠近板边的裂纹的应力强度

因子随 B 的变化呈现出不同的规律# 
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图 6  非均匀性参数 B 和板宽对K̂ Ó

的影响 ( h/ h0 = 0. 5)

( C) 对于较窄的板 ( h0/ a < 1. 5) 而言, 靠近

板边的裂纹的 K̂ Ó 对 B 的变化非常敏感 # 当

h / h0 = 0. 2 时, K̂ Ó随 B 的增大而显著增大; 当

h/ h0 = 0. 8 时, K̂ Ó随 B 的增大而显著减小# 

( D) 对于较宽的板 ( h0/ a > 1. 5) 而言, 靠近

板边的裂纹的 K̂ Ó对 B的变化很不敏感# K̂ Ó的

值基本上不随 B而变化# 

另外, 由图 6 可见, 当裂纹位于板的中央( 即

h/ h0 = 0. 5) 时, B和板宽h0 对 K̂ Ó的影响较为简

单# K̂ Ó对 B的变化不太敏感, 基本上不随 B而发

生较大的变化# 但 K̂ Ó 却随板宽 h0 的增大而显

著地减小# 

4  结  论

1) K̂ Ó随裂纹半长 a 的增加而平稳增长# 

2) 在板宽 h0 和材料非均匀性参数 B 给定的条件下, 裂纹越靠近板边, 则应力强度因子

K̂ Ó随裂纹位置的变化越显著# 

3) 较窄的板对材料非均匀性参数 B的变化非常敏感, 且K̂ Ó随 B的变化较复杂 ))) K̂ Ó既

可能随 B 的增大而增大, 也可能随 B 的增大而减小, 具体主要取决于板的相对宽度 h0/ a 和裂

纹的相对位置h/ h0# 

4) 当裂纹位于板的中央或当板较宽时, K̂ Ó对材料非均匀性参数 B 的变化都不太敏感# 
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Abst ra ct : The special case of a cr ack under mode Ó conditions w as treated, lying par allel to the

edges of an infinite strip with finite width and w ith the shear modulus varying exponentially perpendic-

ular to the edges. By using Four ier transforms the pr oblem was formulated in terms o f a singular inte-

gr al equation. It was numer ically solved by r epresenting the unknow n dislocation density by a truncat-

ed series o f Chebyshev polynomials le ading to a linear system of equations. The str ess intensity fa ctor

( SIF) results w er e discussed with respect to the influences of differ ent ge ometric par ameter s and the

strength o f the non_homogeneity . It was indicated that the SIF incr eases with the incre ase o f the crack

length and decreases with the increase o f the rigidity o f the material in the vicinity o f cr ack. The SIF

of narr ow strip is ver y sensitive to the change o f the non_homogeneity par ameter and its variation is

complicated. With the increa se of the non_homogeneity parameter, the stress intensity factor may in-

cre ase, decrease or keep constant, which is mainly determined by the str ip w idth and the relativ e

crack lo cation. If the cra ck is located at the midline of the strip or if the strip is w ide , the stress in-

tensity factor is not sensitive to the material non_homogeneity parameter .

Key w ords: functionally gradient material; anti_plane fracture ; str ess intensity factor; Four ier trans-

form; singular integral equation; finite_w idth strip
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