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摘要:  通过本征变形模式提出识别杂交元零能变形模式和假设应力场中零能应力模式的新方

法,同时给出了在假设应力场中增加应力模式时杂交元变形刚度的计算公式# 从而从理论上阐明

了在假设应力场中增加零能应力模式不仅不能抑制单元零能变形模式而且可能增加非零能变形

模式的刚度,因此不宜用来假设应力场; 同时进一步指出寄生应力模式将使单元产生虚假应变能

而使单元显得过刚,因此即使它能够抑制单元零能变形模式也不宜用来假设应力场, 从而为假设

应力场提供了合理的建议# 数值算例说明了包含零能应力模式和寄生应力模式时单元的性能# 
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引   言

在传统有限元分析中位移元显得过刚, 1964年卞学 [ 1]利用独立假设应力场方法提出杂

交应力元方法很好地克服了单元过刚问题# 虽然可以根据不同需要十分灵活地假设应力场,

但是不合适的假设应力场将使单元包含零能变形模式# 增加高阶应力模式是抑制单元零能变

形模式的有效措施之一, 但过多的应力模式又将反过来增加单元的不必要变形刚度# 许多科

学家先后提出各种假设应力场方法,包括本征函数法
[ 2]
、等函数法

[ 3]
、分类法

[ 4]
、优化方法

[ 5]

等,从不同方面寻找性能优越的假设应力场# 卞学 和陈大鹏[ 6]、吴长春等[ 7]对零能变形模式

进行了研究,黄黔等
[ 2]
也对此作了有益的探索# 但杂交元零能变形模式的形成机制和假设应

力场中应力模式的性质及其对单元变形刚度的影响仍然有待于作更深入的研究# 

1  独立假设应力场的杂交元

在杂交元分析中,独立假设单元应力场为

  R = 6
M

i= 1

Ri Bi = PB, ( 1)

其中, Ri 为假设应力模式, Bi 为对应应力参数, P 为应力矩阵# 同时在单元内假设位移场
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  u = 6
N

i= 1

N iqi = Nq, ( 2)

其中, N i为双线性形函数, N为形函数矩阵, qi为单元节点位移# 于是单元应变场为 E= Du

= Bq, 其中, D为微分算子矩阵, B = DN 为几何矩阵# 利用 Reisner_Hellinger 广义变分原理,

可以得到单元刚度阵和单元应力场

  K = G
T
H

- 1
G, R = PH

- 1
Gq, ( 3)

其中, H = QV
eP

T
SP dV, G = QV

eP
T
BdV, 式中 S为材料柔度矩阵, V

e为单元区域# 等函数方

法[ 3]给出的假设应力模式和进一步提出的高阶应力模式[ 4]

  ( R1 ,R9) =

1 0 0 x 0 0 y 0 0

0 1 0 0 x 0 0 y 0

0 0 1 0 0 x 0 0 y

, ( 4)

  ( Rh1 ,Rh9) =

x
2 0 0 xy 0 0 y

2 0 0

0 x
2 0 0 xy 0 0 y

2 0

0 0 x
2 0 0 xy 0 0 y

2

# ( 5)

为了分析不同应力模式之间关系, 引进以下内积[ 8, 9]

  3Ri , SRj4 = QV
e R

T
iSRjdV, ( 6)

采用相同位移场( 2)可形成与杂交元对应的位移元,其刚度阵和应力场分别为

  Kd = QV e
B

T
CBdV, Rd = CE= CBq, ( 7)

式中, C = S
- 1为材料刚度矩阵# 对单元进行特征分析

  KdUl = Kl Ul   ( l = 1, ,, m) , ( 8)

其中, Kl 为非零特征值, Ul 为对应的特征向量即单元的本征变形模式
[ 2]

, n 为单元自由度,

m ( = n - r) 为变形自由度,而 r 为刚体自由度# 当消除刚体位移之后, 单元的任何变形都可

以由这些本征变形模式线性表示# 

2  杂交元本征变形模式及其变形刚度

定理 1(杂交元能量上界定理)  对杂交元及其对应位移元,当单元以 q变形时

  q
T
Kq [ q

T
Kdq, ( 9)

当且仅当 R = Rd 时等式成立# 

证明  利用( 7)有

  QV
e R

T EdV = QV
e R

T
SRddV [ QV

e R
T
SRdV QV

e R
T
dSRddV, ( 10)

而由( 3)和( 7)可以得到

  QV
e R

T EdV = q
T
Kq, QV

eR
T
dSRddV = q

T
Kdq, QV

eR
T
SRd V = q

T
Kq, ( 11)

把( 11)代入( 10)即可证得( 9)# 当 R与Rd线性无关时,显然等式不成立;而当 R与 Rd线性相关

即存在 A X 0使得 R = ARd时

  q
T
Kq = QV

e R
T Ed V = AQV

e R
T
dEdV = AqTKdq, ( 12)

因此当且仅当 A= 1即 R = Rd时等式成立# 根据定理1, 由于等函数法直接采用位移元的应
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力场构造假设应力场,即 R = Rd, 所以所得到的杂交元与位移元完全等价# 这一结论也可以

采用其他方法证明
[ 4]# 

如果本征变形模式 Uu 和 Uv 的对应特征值满足Ku = Kv = K, 容易验证

  Du =
1

2
( Uu + Uv ) , Dv =

1

2
( Uu - Uv ) , ( 13)

不仅满足特征方程( 8)

  KDu = KDu, KDv = KDv , ( 14)

而且满足本征变形模式的正交性和归一化条件

  DTuDv = 0, DTuUk = 0, DTvUk = 0, DTuDu = 1, DTvDv = 1   ( k X u, v)# ( 15)

定理 2(相同特征值的本征变形模式关系定理)  如果 Uu和 Uv 的对应特征值满足Ku = Kv

= K, 则式( 13) 的 Du 和 Dv 为K= Ku = Kv 的对应本征变形模式# 

图 1  平面 4节点单元本征变形模式

平面 4节点单元( 2D_Q4)的5个本征变形模式如图 1所示,虽然利用它们即可分析单元刚

度,但由于它们不反映单元的简单变形或基本变形,所以结果不明显# 当材料的弹性模量为 E

而泊松比为M时,单元特征值为 K1 = E / (1 - M) , K2 = K3 = E / (1 + M) , K4 = K5 = [ E (3 -

M) ] / [ 6(1 + M2) ] , 于是可根据定理 2作等价处理(如图 2所示)# 

图 2 平面 4节点单元本征变形模式(简单变形)

  

D1 = U1, D2 =
1

2
( U2 - U3) , D3 =

1

2
( U2+ U3) ,

D4 =
1

2
( U4+ U5) , D5 =

1

2
( U4- U5)# 

( 16)

为了分析其变形特征,可考察对应的应变模式 El = BDl ( l = 1, ,, m ) , 即

  E1 =
1

8

1

1

0

, E2 =
1

8

1

- 1

0

, E3 =
1

2

0

0

1

, E4 =
1
2

y

0

x

, E5 =
1
2

0

x

y

, ( 17)

可见,由于假设了双线性位移场,所以 E4和 E5包含虚假的寄生剪切变形# 由于杂交元的假设

位移场与对应位移元完全相同,所以对应位移元的本征变形模式 Dl ( l = 1, ,, m ) 也可以表示

该杂交元的任何变形

  q = 6
m

l= 1

AlDl , ( 18)
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因此,对不同假设应力场所形成杂交元,当考察了此时所有 Dl ( l = 1, ,, m) 的特性,就可以毫

不遗漏地掌握单元任何变形模式的特性# 根据本文这一认识, 对单元的零能变形模式和假设

应力场中的零能应力模式进行了有效的分析# 当单元变形时, 由(18) 和 Dl ( l = 1, ,, m) 关

于刚度阵的正交性, 其变形能为

  U =
1
2
q
T
Kq =

1
2 6

m

l= 1

A2l Kl , ( 19)

因此,由( 19)式可以利用特征值描述杂交元任何变形的刚度# 令

  H
- 1

=

c11 , c1M

 s

cM1 , cMM

, Gi = QV
eR

T
iBdV, ( 20)

由于 GiDl = QV
e R

T
iBdVDl = QV

eR
T
iEldV = QV

e R
T
iSRdldV = 3Ri , SRdl4,式中 Rdl = CEl为对应位

移元应力场,所以当3Ri , SRdl4= 0 ( i = 1, ,, M ) 即本征变形模式 Dl与所有应力模式都正交

时,则

  Kl = DTlKDl = 6
M

i= 1
6
M

j= 1

c ij ( GiDl ) ( GjDl ) = 6
M

i= 1
6
M

j= 1

cij 3Ri , SRdl4= 0 ( 21)

即 Dl 为零能变形模式# 由于单元的任意变形可由本征变形模式表示, 所以, (21) 提供了识别

单元零能变形模式的简单而有效方法 # 一般而言, 当所有 Dl ( l = 1, ,, m ) 都为非零能变形

模式时,单元将不包含任何零能变形模式# 

为了避免单元零能变形模式,杂交元假设应力模式个数必须满足 M \ n - r , 但是, 这是

一个必要条件, 当假设应力场中包含零能应力模式时, 单元仍然可能包含零能变形模式# 为

了识别和分析零能应力模式, 考察假设应力场只包含单个应力模式 Ri 的单元

  U =
1
2

ci 6
m

l= 1
A2l3Ri , SRdl42

, c i = QV
eR

T
iSRidV

- 1

, ( 22)

若3Ri , SRdl4= 0 ( l = 1, ,, m ) ,即单元的所有 Dl ( l = 1, ,, m) 均为零能变形模式, 则 U =

0, 从而 Ri 为零能应力模式# 换言之, 零能应力模式不增加任何本征变形模式的刚度, 所以,

在假设应力场中增加零能应力模式并不能抑制单元的零能变形模式# 若 Ri 为非零能应力模

式, 则由此所独立形成杂交元将包含非零能变形模式, 利用( 22) 可以考察其变形刚度从而考

察 Ri对杂交元刚度的贡献# 单独由( Ri ) 或( Rhi ) 构造杂交元, 其本征变形模式及刚度如表 1

所示# 

表 1 单独应力模式构造杂交元的刚度

( R i) ( R1) ( R2) ( R3) ( R4) ( R5) ( R6) ( R7) ( R8) ( R9)

Dl Dc
1 Dc

2 D3 @ D5 D4 D4 @ D5

Kl E E E/ ( 1+ M) 0 E/ 3 E / (6( 1+ M) ) E /3 0 E / ( 6( 1+ M) )

( Rhi) ( Rh1) ( Rh2) ( Rh3) ( Rh4) ( Rh5) ( Rh6) ( Rh7) ( Rh8) ( Rh9)

Dl Dc
1 Dc

2 D3 @ @ @ Dc
1 Dc

2 D3

Kl 5E /9 5E / 9 5E/ ( 9( 1+ M) ) 0 0 0 5E/ 9 5E/ 9 5E / (9( 1+ M) )

表1中, Dc1 = (1/ 2) ( D1+ D2) , Dc2 = (1/ 2) ( D1- D2)# D4和 D8因为与所有本征变形模式都

正交,所以为零能应力模式;而 R6和 R9 的非零剪切应力分量与 D4和 D5所对应的虚假寄生剪

切应变分量耦合,所以事实上表现为虚假剪切应力,将使对应的剪切变形发挥作用而产生虚假
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的应变能# 

3  零能应力模式和寄生应力模式与杂交元变形刚度之间关系

当利用多个应力模式假设应力场时, 虽然零能应力模式与所有 Dl ( l = 1, ,, m) 正交,从

而不单独形成任何变形模式刚度, 但是如果它们与其他应力模式耦合则仍然可能通过耦合应

力模式对单元变形刚度产生影响, 通过应力模式正交化[ 9] 可以方便地分析这种影响# 对

( R1 ,RM ) ,利用正交化方法可以得到等价正交应力模式( �R1 ,�RM ) , 于是单元应变能为

  U =
1
2 6

M

i= 1
�c i 6

m

l= 1
A
2
l3�Ri , SRdl42 , �ci = QV

e�R
T
iS�RidV

- 1

, ( 23)

如果在假设应力场中增加应力模式 RM+ 1, 即应力矩阵为(�R1,�RM RM+ 1) , 进一步正交化可得

(�R1 ,�RM �RM+ 1) , 于是单元应变能为 Uc = U + $UM+ 1, 其中

  $UM+ 1 =
1
2 �cM+ 1 6

m

l= 1
A
2
l3�RM+ 1, SRdl42

, �cM+ 1 = QV
e�R

T
M+ 1S�RM+ 1dV

- 1

, ( 24)

表 2 应力模式引起各本征变形模式刚度的增量

  应力模式 ( �Ri ) D1 D2 D3 D4 D5 备注

低

阶

应

力

模

式

$Kl(�R1) 750 750 0 0 0

$Kl(�R2) 1 250 450 0 0 0

$Kl(�R3) 0 0 1 200 0 0

$Kl(�R4) 0 0 0 0 0 零能应力模式

$Kl(�R5) 0 0 0 0 533. 3

$Kl(�R6) 0 0 0 200 0

$Kl(�R7) 0 0 0 500 0

$Kl(�R8) 0 0 0 33. 3 0

$Kl(�R9) 0 0 0 0 200

 $Kl (�R1 ,�R9) 2 000 1 200 1 200 733. 3 733. 3 与对应位移元等价

高阶

应力

模式

$Kl (�Rh1) 0 0 0 0 0 零能应力模式

s s s s s s s

$Kl (�Rh9) 0 0 0 0 0 零能应力模式

 $Kl(�R1,�R9�Rh1,�Rh9) 2 000 1 200 1 200 733. 3 733. 3 与对应位移元等价

由于 �cM+ 1 > 0, 所以 $UM+ 1 \ 0# 利用等函数法应力模式(4) 进行不同组合可形成不同杂交

元,例如对应力模式组合( R1 R2 R3R7R5 R8) , 虽然 R8为零能应力模式, 但是, 由于3R7, SR84 X

0, 因此, R8将通过 R7对杂交元刚度产生影响# 采用正交化方法可以得到等价的正交应力模式

  ( �R1�R2�R3�R7�R5�R8) =

1 M 0 y 0 My

0 1 0 0 x y

0 0 1 0 0 0

, ( 25)

显然, 经过正交化以后 �R8已经成为非零能应力模式,因此, 零能应力模式在杂交元中产生了影

响,第 4个本征变形模式的刚度为

  Kc4 = K4+ $K4( �R8) =
E
3

+
EM2

3(1 - M2)
=

E

3(1 - M2)
# ( 26)

采用类似方法可以分析寄生应力模式对单元变形刚度的影响# 例如包含寄生应力模式的假设

761杂交元假设应力模式的变形刚度分析



应力模式组合 ( R1R2 R3 R7R5R6) , 等价正交应力模式为

  ( �R1�R2�R3�R7�R5�R6) =

1 M 0 y 0 0

0 1 0 0 x 0

0 0 1 0 0 x

# ( 27)

单元第4个本征变形模式刚度为

  Kc4 = K4+ $K4( �R6) =
E
3

+
E

6(1 + M)
=

E (3+ 2M)
6(1+ M)

# ( 28)

可见, 当杂交元包含寄生应力模式时,由于与单元寄生变形耦合而使单元包含虚假应变能,所

以增加单元不必要的刚度# 

二维 4节点杂交元,如果弹性模量和泊松比为 E和M,假设应力模式为( R1 ,R9 Rh1 ,Rh9) ,

则依次正交化可得( �R1 ,�R9 �Rh1 ,�Rh9) 为

1 M 0 x Mx 0 y My 0 f ( x) Mf (x ) 0 xy Mxy 0 f ( y ) Mf (y ) 0

0 1 0 0 x 0 0 y 0 0 f (x ) 0 0 xy 0 0 f ( y) 0

0 0 1 0 0 x 0 0 y 0 0 f ( x ) 0 0 xy 0 0 f (y )

,

( 29)

式中, f ( x ) = - 1/ 3+ x
2
, f ( y ) = - 1/ 3+ y

2
,若已知 E = 1 500和 M= 0. 25, 则应力模式引起

各本征变形模式刚度的增量如表 2所示# 可见,当采用等函数法应力模式构造假设应力场,由

于包含所有零能应力模式和寄生应力模式,所以得到与对应位移元完全等价的杂交元# 但由

于杂交元刚度以其对应位移元为上界, 所以继续增加任何应力模式包括高阶应力模式,对杂交

元刚度都没有影响# 

图 3 纯弯载荷下简支悬壁梁计算模型 ( E = 1 500,M= 0. 25, t = 1)

4  数 值算 例

在以下 4节点平面杂交应力有限元分析中,分别采用 6种不同形式的假设应力场

  P Ñ = ( R1 R2 R3R7R5) , PÒ = ( R1R2R3 R7 R5R4) ,

  PÓ = ( R1 R2 R3R7R5 R9) , PÔ = ( R1 R2R3R7 R5 R8) ,

  PÕ = ( R1 R2 R3R7R5 R6) , P Ö = ( R1 ,R9)

所形成杂交应力元分别记为 H ( P Ñ )、H ( PÒ)、H ( PÓ )、H ( PÔ)、H ( PÕ)、H ( P Ö ) , 纯弯载荷

下简支悬臂梁分别采用这 6种单元进行分析, 其数值结果如表 3所示# 
表 3 纯弯载荷下简支悬臂梁数值计算结果

单元 H( P Ñ ) H ( P Ò) H( P Ó ) H ( P Ô) H ( PÕ) H( P Ö ) 理论解

vA 100. 013 100. 013 100. 013 93. 762 5 71. 438 1 68. 190 9 100

$% 0. 01 0. 01 0. 01 - 6. 24 - 28. 56 - 31. 81

  对水平弯曲而言, D4是单元的主要本征变形模式,由表 1可见, 单元性能将与 R6和 R7有

关,其中, R7对应弯曲变形而 R6对应虚假的寄生变形# 另外,虽然 R8 为零能应力模式, 但是

由于 R8与弯曲应力模式 R7耦合从而将通过 R7对单元性能产生影响# 由H ( P Ñ ) 和H ( P Ö )
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的数值结果可见 R8增加了单元刚度从而使位移减少;由H ( P Ñ) 和H ( PÕ) 的数值结果可见寄

生应力模式 R6由于与寄生剪切变形耦合而使单元增加了更大的刚度而使位移进一步减少# 

由H ( P Ñ ) 和H ( PÒ ) 以及H ( PÓ) 的数值结果完全相同可见 R4和 R9对水平弯曲的求解没有

影响# H ( P Ö ) 不仅包含了寄生剪切而且包含了零能应力模式, 所以位移结果最小# 

5  结   论

1) 提出识别单元零能变形模式和假设应力场中零能应力模式的有效方法;给出了在假设

应力场中增加不同应力模式时计算杂交元变形刚度增量的公式; 2) 从理论上阐明了在假设应

力场中增加零能应力模式只能增加单元非零能变形模式的变形刚度;同时进一步指出当采用

寄生应力模式构造假设应力场时, 即使它能够抑制单元的零能变形模式,但单元将产生虚假的

变形能; 3) 位移元或由等函数法构造的杂交元之所以显得过刚, 就是因为包含了零能应力模

式和寄生应力模式, 从而增加了额外和不必要的变形刚度,因此, 不宜用来假设杂交元的应力

场# 
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Abstract: The new methods to determine the zero_energy deformation modes in the hybrid elements

and the zero_energy stress modes in their assumed stress fields are presented by the natural deforma-

tion modes of the elements. And the formula of the additional element deformation rigidity due to ad-

ditional mode into the assumed stress field is derived. Based on That, it is concluded in theory that the

zero_energy stress mode cannot suppress the zero_energy deformation modes but increase the extra

rigidity to the nonzero_energy deformation modes of the element instead. So they should not be em-

ployed to assume the stress field. In addition, the parasitic stress modes will produce the spurious

parasitic energy and result in the element behaving over rigidity. Thus, they should not be used into

the assumed stress field even though they can suppress the zero_energy deformation modes of the ele-

ment. The numerical examples show the performance of the elements including the zero_energy stress

modes or the parasitic stress modes.

Key words: hybrid stress element; element deformation rigidity; zero_energy stress mode; zero_ener-

gy deformation mode
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