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摘要:  讨论了在强相关数据情形下对回归函数的小波估计,并且给出了估计量的均方误差的一

个渐近展开表示式# 对研究估计量的优劣,所推导的近似表示式显得非常重要# 对一般的回归函

数核估计,如果回归函数不是充分光滑, 这个均方误差表示式并不成立# 但对小波估计, 即使回归

函数间断连续,这个均方误差表示式仍然成立# 因此,小波估计的收敛速度要比核估计来得快, 从

而小波估计在某种程度上改进了现有的核估计# 
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引   言

设 Y1, Y2, ,, Yn 是在固定点 x 1, x 2, ,, xn 的 n个观察值,适合模型

  Yk = g ( x k) + Ek ,   k = 1, 2, ,, n , ( 1)

其中 g( x ) 是[ 0, 1] 上要估计的未知函数, xk = ( k / n) I [ 0, 1] , E1, E2, ,, En是随机误差序

列# 在通常情形下,假定 Ek 是独立、同分布或者弱相相关ARMA随机过程
[ 1~ 3]# 但是在农

业、经济、环境科学、地理等学科中,这些随机误差序列通常并不相互独立, 而是强相关的高斯

平稳过程# 确切地说,这些 Ek 满足如下条件

  r( j ) = E ( E1E1+ j ) ~ C0j
- A

, ( 2)

其中, A I (0, 1) , C0 是一个常数, aj ~ bj 表示当j y ] , aj / bj y 1# 
至今,对强相关数据已经有很多研究, 这里只列出其中一小部分# 文献[ 4]系统地介绍了

处理这些强相关数据的方法# 通常强相关数据估计量的性质不同于独立数据或者弱相关数据

估计量的性质# 文献[ 5]给出了在强相关数据下核估计的最优收敛率, 这个收敛率不同于弱相

关数据的收敛速度# 文献[ 6]讨论了强相关数据下线性回归模型的参数估计# 文献[ 7]和文献

[ 8]讨论了强相关数据下回归函数的核估计,他们证明了估计量的渐近正态分布和均方误差的

渐近展开式# 但是以上这些研究都假定回归函数是非常光滑的函数# 

非参数回归函数的小波估计的研究开始于 90年代, 至今已有很多成果# 文献[ 9]系统地

介绍了小波及它在非参数统计中的应用# 由于小波的优良特性,小波估计其有误差小,收敛速

度快等优点# 文献[ 10] ~ 文献[ 15]研究了概率密度函数的小波估计和非参数回归函数的小波
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估计# 他们证明了估计量达到最优收敛率,但是这些研究都假定随机误差是相互独立的# 

对强相关函数,文献[ 16] ~ 文献[ 18]研究了非参数回归函数的小波估计# 在回归函数属

于一个光滑函数空间的假定下,他们证明了估计量达到最优收敛率# 本文考虑回归函数是一
个固定的, 但是间断光滑函数, 提出了它的小波估计量, 并且得到了它的均方误差的近似展开

表示式# 这个结果推广了文献[ 13]的结果, 即从原来的独立观察值推广到强相关观察值# 

1  记号和估计量

这节给出一些有关小波的记号和结果# <( x ) 和 W( x ) 表示通常的父亲和母亲小波,满足

如下基本条件Q<2dy = QW2dy = 1# 对 0 [ k [ r - 1, v k = Qy
kW( y )dy = 0, 但是 vr =

Qy
rW( y )dy X 0# 对任意 p > 0, - ] < j < ] , pi = p2 i

, i \0, 记

  <j ( x ) = p
1/ 2<( px - j ) , Wij ( x ) = p

1/ 2
i W( p ix - j ) ,   x I R ,

那么 Wij ( x ) , i , j I Z 是空间 L
2
(R ) 的一个正交基, 并且满足

  Q<j
1
<j

2
= Dj

1
j
2
, QWi

1
j
1
<i

2
j
2
= Di

1
i
2
Dj

1
j
2
, Q<j

1
<ij

2
= 0,

其中Dij 表示Kronecker函数,即如果 i = j , Dij = 1,如果 i X j , Dij = 0, 文献[ 19]和文献[ 9]提供

了有关小波的更详细介绍# 

对于本文的回归模型,假定回归函数 g 定义在固定的区间[ 0, 1]上,在[ 0, 1]外的值定义为

0# 根据文献[ 20] ,我们可以找到定义在[ 0, 1]上的小波 W( x ) , 满足如下条件

  | W( x ) - W( y ) | [ C | x - y |
1/ 2

,   对所有 x , y I [ 0, 1] , ( 3)

对任意回归函数 g I L
2
[ 0, 1] , 其有如下小波展开

  g( x ) = 6
p- 1

j= 0

bj<j ( x ) + 6
]

i= 0
6
p
i
- 1

j= 0

bijWij ( x ) ,   x I [ 0, 1] , ( 4)

其中系数满足

  bj = Qg<j , bij = QgWij# 

回归系数 g( x ) 的非线性小波估计定义为

  ĝ ( x ) = 6
p- 1

j= 0
b̂j<j ( x ) + 6

q- 1

i= 0
6
p
i
- 1

j= 0
b̂ ijI ( | b̂ij | > Di ) Wij ( x ) , ( 5)

其中 Di、p、q 是参数, 系数 b̂j 、̂bij 定义为

  b̂j =
1
n 6

n

k= 1

Yk<j ( x k) , b̂ij =
1
n 6

n

k= 1

YkWij ( xk) # ( 6)

本文 C表示一般的有限正数,它其体的值在不同的地方可能不一样,至于 C0、C1、C2等表

示固定的常数# 

2  主 要结 论

在估计量 ĝ 中, p、q 是 Di 样本容量n 的函数,假定满足如下条件

( SP) :  
p y ] , q y ] , piD

2
i y 0, p

2r+ 1
i D2i y ] ,

Di \ 4C1lnn/ ( n
A
p
1- A
i ) ,

  i = 1, 2, ,, q - 1,

其中   C1 = C0QQ| x - y |
- A
W( x ) W( y )dxdy# 

定理 2. 1  设基本条件( SP)成立,又设回归函数 g 的 r 阶导数, g
( r)

, 连续,则
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  E Q( ĝ - g )
2
- C2( n

- 1
p )

A
+ p

- 2r
J
2
(1- 2

- 2r
)
- 1Qg

( r)
2

=

    o ( ( n
- 1

p )
A
+ p

- 2r
) , ( 7)

其中   J= ( r !)
- 1Mr , C2 = C0QQ| x - y |

- A<( x ) <( y )dxdy# 

注 2. 1 根据 Fourier 变换和 Plancherel定理

  QQ| x - y | - AW( x ) W( y )dxdy = CAQR

1

| u | 1- A | Ŵ( u) | 2du > 0,

其中 CA > 0是一个常数, Ŵ是 W的 Fourier变换,因此常数 C1为一个有限的正数# 同样, C2 也是一个有限的

正数# 

注2. 2 根据估计量 ĝ 的定义, 参数 Di依赖于强相关参数A# 因此我们必须先估计参数 A, 然后才能估计

g# 文献[ 21] 和文献[ 22] 介绍了如何用小波方法来估计参数 A, 他们得到了估计量的无偏性、一致性和渐进

正态性# 

在定理2. 1, 我们假定回归函数 g 其有 r 阶连续导数, g
( r)# 实际上,如果 g

( r) 只是间断连

续,上述结论仍然成立# 这就是以下定理

定理 2. 2  假定 g
( r) 只是间断连续,即存在 x 0 = 0 < x 1 < x 2 < ,< xN < 1 = xN+ 1,当

x I ( x i , x i+ 1) , 0 [ i [ N , g
( r) 连续,有界, 并且存在左,右极限,又设 p

2r+ A
q n

- 2Ar y ] , 那么定

理211结论仍然成立# 
注 2. 3 文献[ 3]在误差序列服从平稳时间序列情形下给出了回归函数的小波估计, 并且给出了均方差

的渐近展开式,他们的均方误差收敛率不同于本文的结果,因为文[ 3]的随机误差属于弱相关# 

注 2. 4 文献[ 5]考虑了相类似的回归函数核估计, 但是在光滑函数的假定下, 得到均方误差的渐进表

示,即

  EQ( ĝ - g) 2 ~ C2( n- 1p ) A+ p - 2rJ2 (1- 2- 2r )- 1Qg ( r )
2

,   n y ] ,

但是,即使在间断连续这个情形下, 我们证明了上述结论仍然成立# 

3  定 理证 明
定理 2. 1和2. 2的证明非常类似于文献[ 13]定理 2. 1和 2. 2的证明,不同之处在于文献

[ 13]考虑独立的误差序列,而我们考虑的是强相关误差序列# 

记  dj = E ( b̂j ) =
1
n 6

n

k= 1
g ( xk ) <j ( xk) , d ij = E ( b̂ij ) =

1
n 6

n

k= 1
g ( x k) Wij ( xk)# 

引理 3. 1  假设 g 在[ 0, 1] 是连续可微函数,并且小波 <和W满足条件( 3) ,则

  sup
j

| d j - bj | = O( n
- 1/ 2

) ( 8)

  sup
j

| d ij - bij | = O( n
- 1/ 2

)# ( 9)

证明  这里只证明( 8) ,因为( 9)的证明很相似# 记

  dj =
p
1/ 2

n 6
n

k= 1

g
k
n

<
pk
n

- j # ( 10)

对固定的 n、p 和 j , 注意到

  0 [ pk
n

- j [ 1等同于
nj
p

[ k [ n( j + 1)
p

,

记 mj = õnj / p8,这里õx8表示整数,它的值至少是 x ,因为 <定义在[ 0, 1] , (10) 的和是从 mj 到

mj+ 1- 1# 为方便起见, 以下不分õx8和 x# 因此
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  dj =

p
1/ 2

n 6
m
j + 1

- 1

k= m
j

g
k
n

<
pk
n

- j   (当 k = mj + l) ,

p
1/ 2

n 6
n/ p- 1

l= 0

g
l
n

+
j
p

< pl
n

  (当 t l =
pl
n

) ,

l

p
1/ 2 6

n/ p- 1

l= 0
g

tl + j

p
<( tl )

p
n

# 

( 11)

类似地

  bj =

Q
1

0
g( x ) <j ( x )dx ,

p
1/ 2Q

( j+ 1) / p

j / p
g( x ) <( px - j )dx   (当 t = px - j ) ,

1

p
1/ 2Q

1

0
g

t + j
p

<( t )dt# 

( 12)

结合( 11)和( 12) , 我们得到

  | d j - bj | =
1

p
1/ 2 6

n/ p- 1

l= 0Q
p ( l+ 1) / n

pl / n
g

tl + j

p
<( tl ) - g

t + j
p

<( t ) dt = J 1+ J 2# 

( 13)

其中   J 1 =
1

p
1/ 2 6

n/ p- 1

l = 0
Q

p ( l+ 1) / n

p l/ n
g

tl + j

p
- g

t + j
p

<( tl )dt

和    J 2 =
1

p
1/ 2 6

n/ p- 1

l = 0Q
p ( l+ 1) / n

p l/ n
g

t + j
p

<( tl ) - <( t ) dt# 

为了估计 J 1,根据 g 的连续可微性, <的有界性,得到

  J 1 [ (1/ p
1/ 2

) ( C/ n) , ( 14)

其中 C > 0,是一个有限常数, 对于 J 2, 根据条件( 3)

  J 2 [ (1/ p 1/ 2
) # C p / n

1/ 2
= Cn

- 1/ 2# ( 15)

因此,结合( 14)和( 15) ,引理证毕# 
引理 3. 2  在定理 2. 1的假设下

  S1 S E 6
p- 1

j= 0
( b̂j - bj )

2
- C2( n

- 1
p )

A
= o ( ( n

- 1
p )

A
)# 

证明  记 Qn = 6
p- 1

j = 0
( b̂j - dj )

2和 Ln = = E( Qn)# 

注意到

  Ln =
1

n
2 6

p- 1

j= 0
6
n

k= 1
6
n

l= 1

E( EkEl ) <j ( x k) <j ( x l ) =

    p

n
2 6

p- 1

j= 0
6

n

k= 1
6
n

l= 1
r ( k - l ) <( px k - j ) <( px l - j )# 

对于固定的 j = 0, 1, ,, p - 1, 类似于( 11) ,得到

  p
n
2 6

n

k= 1
6

n

l = 1

r( k - l) <( pxk - j ) <( pxl - j ) =

    p

n
2 6

n/ p- 1

k= 1
6

n / p- 1

l= 1

r ( k - l) <
pk
n

<
pl
n

=

    p
- 1

C0( n
- 1

p )
A QQ| x - y |

- A<( x ) <( y )dxdy + o (1) , ( 16)
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因此

  Ln = 6
p- 1

j = 0
C0( n

- 1
p )

A
p

- 1QQ| x - y |
- A<( x ) <( y )dxdy + o( ( n

- 1
p )

A
) =

    C2( n
- 1

p )
A
+ o ( ( n

- 1
p )

A
)# ( 17)

根据三角不等式和 Cauchy_Schwartz不等式, 得到

  S1 [ E
1/ 2

( Qn - Ln)
2
+ 6

p- 1

j = 0
( d j - bj )

2
+

    2 6
p- 1

j= 0

E( b̂j - d j )
2 6

p- 1

j= 0

( dj - bj )
2 1/ 2

+ o ( ( n
- 1

p )
A
) =

    S11+ S12+ S 13+ o ( ( n
- 1

p )
A
)# ( 18)

根据引理 3. 1的( 8)

  sup
j

| d j - bj | = O( n
- 1/ 2

) ,

  
S12 = O( n

- 1
p ) = o ( ( n

- 1
p )

A
) ,

S13 = O( ( n
- 1

p )
1/ 2 L1/ 2

n ) = o( ( n
- 1

p )
A
)# 

( 19)

至于第1项 S11, 记

  akl = pn
- 2 6

p- 1

j= 0
<( pxk - j ) <( px l - j )

则    Qn - Ln = 6
n

k= 1
6
n

l= 1
akl Ek El - Ln# 

因为 Qn 是强相关高斯随机变量的一个二次式,我们得利用Wiener_Itô_Dobrushin积分来估计上

述 Qn 的方差# 文献[ 23]和文献[ 24]提供了简便的方法来计算上述高斯随机变量乘积的期望,

因为 Ek , k \ 1 是一个高斯平稳过程,根据 Bochner 定理,它的协方差函数 r ( k ) 有如下表达

式

  r( k ) = Q[ -P,P]
eikxG (dx ) ,   k I Z ,

其中 G是在[- P,P] 上的一个 Borel测度# 记 ZG 是对应的随机谱测度,那么对所有的 Borel集

A < [- P,P] , E( ZG ( A ) )
2
= G( A) ,所以对所有 k \ 1,

  Ek = Q[ -P,P]
eikxdZG( x )# 

根据文献[ 23]的引理 3. 5,当 m = 1, 得到

  Qn - Ln = 6
n

k= 1
6
n

l= 1

aklK 1( k, l ) ,

其中 K 1( k, l ) 是Wiener_Itô_Dobrushin二重积分,表示式为

  K 1( k, l ) = Q
d

[- P,P]
2e

ikx
1
+ ilx

2dZG( x 1)dZG( x 2)# 

进一步,根据文献[ 23]的引理 3. 6, 当 m = 1, 得到对任何整数 k、s、l、t

  E[ K 1( k , k + s )K 1( l , l + t ) ] =

    r ( k - l + s ) r( k - l - t ) + r ( k - l) r ( k - l + s - t)# 
因此

  E( Qn - Ln)
2
= 6

k
1

6
k
2

6
l
1

6
l
2

ak
1
l
1
ak

2
l
2
E [ K 1( k 1, l1) K 1( k2, l 2) ] =

    6
k
1

6
k
2

6
l
1

6
l
2

ak
1
l
1
ak

2
l
2
[ r( l 1- k2) r ( k 1- l 2) + r ( k1- k2) r ( l 1- l 2) ] = :
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    A n1+ A n2# 

我们先来估计第 1项 A n1# 根据类似于(16) 和(17) 的推导和 r ( k) ~ C0k
- A

, k y ] , 我们得

到

  A n1 = p
2
n

- 4 6
k
1

6
k
2

6
l
1

6
l
2

6
j
1

6
j
2

r( l 1- k2) r ( k 1- l 2) @

    <( pxk
1
- j 1) <( pxl

1
- j 1) <( pxk

2
- j 2) <( px l

2
- j 2) =

    C
2
0p

2A- 2
n

- 2A 6
j
1

6
j
2

QQ| x - y + j 1- j 2 |
- A<( x ) <( y )dxdy

2

+

    o ( ( n
- 1

p )
2A

) = : A n1(1) + o ( ( n
- 1

p )
2A

)# 

记 k = j 1- j 2, 并交换和的次序, 得到

  A n1(1) = C
2
0p

2A- 2
n

- 2A 6
p- 1

k= 0

( p - k ) QQ| x - y + k |
- A<( x ) <( y )dxdy

2

+

    6
- 1

k= - ( p- 1)

( p + k ) QQ| x - y + k |
- A<( x ) <( y )dxdy

2

# 

因为 <( x ) 有界,它的定义域有限

当 k y ]

  QQ| x - y + k |
- A<( x ) <( y )dxdy = O( | k |

- A
) ,   k y ] # 

所以   A n1(1) = O( p
2A- 2

n
- 2A

p
2- 2A

) = O( ( n
- 1

p )
2A

p
- 2A

) = o( ( n
- 1

p )
2A

)# 

因此, A n1 = o( ( n
- 1

p )
2A

)# 类似地我们可以证明 An2 = o ( ( n
- 1

p )
2A

)# 从而 S11 =

o ( ( n
- 1

p )
A
) # 结合( 18)和( 19) ,引理证毕# 

引理 3. 3  在定理 2. 1的假设下

  S2 S 6
q- 1

i= 0
6
p
i
- 1

j = 0

E ( b̂ij - bij )
2
I ( | b̂ij | > Di ) = o( ( n

- 2Ar / (2r+ A)
)# 

证明  引理的证明类似于文献[ 13]定理 2. 1的证明# 记 K和B是任意正数满足K+ B= 1,

记

  S
c
21 = 6

q- 1

i= 0
6
p
i
- 1

j = 0

E ( b̂ij - bij )
2

I ( | bij | > KDi ) ,

  S
c
22 = 6

q- 1

i= 0
6
p
i
- 1

j = 0
E ( b̂ij - bij )

2
I ( | b̂ij - bij | > BDi ) # 

根据三角不等式,得到 S2 [ S
c
21+ S

c
22, 记

  S21 = 6
q- 1

i= 0
6
p
i
- 1

j = 0

E ( b̂ij - d ij )
2

I ( | bij | > KDi ) ,

  S22 = 6
q- 1

i= 0
6
p
i
- 1

j = 0

E ( b̂ij - d ij )
2
I ( | b̂ij - dij | > BDi ) # 

根据引理 3. 1的( 8) ,和 nD2i y ] 以及类似于(18) 的证明,我们可以证明 S21和S 22是 S
c
21和 S

c
22

的主要项# 即 S
c
21 = O( S21) 和 S

c
22 = O( S 22)# 因此为了证明引理 3. 3, 我们只要证明

  S21 = o ( ( n
- 2Ar / (2r+ A)

) 和 S22 = o( ( n
- 2Ar / (2r+ A)

)# 

因为我们假定回归函数 g 是r 阶连续可微,那么根据Taylor展开, 以及小波 W( x ) 的矩条件

  bij = p
- 1/ 2QW( y ) 6

r- 1

v= 0

1
v!

y
p i

v

g
(v ) j

p i
+
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    1
( r - 1) !

y
p i

r

Q
1

0
(1- t )

r- 1
g

( r) j + ty
p i

dt dy =

    Jp
- (r+ 1/ 2)
i ( g ij + Nij ) , ( 20)

其中   gij = g
(r) j

pi
和 sup

0[ j [ p
i
- 1; 0 [ i [ q- 1

| Nij | y 0# 

因此 | bij | [ Cp
- ( r+ 1/ 2)
i # 通过类似引理 3. 2 Ln 的计算,得到

  E( b̂ij - d ij )
2 [ Cp

- 1
i ( n

- 1
pi )

A
,

因此

  S21 [ 6
q- 1

i= 0
C( n

- 1
p i )

A
I ( pi [ CD- 2/ ( 2r+ 1)

i ) =

    Cn
- A

p
A 6

q- 1

i= 0

2Ai ( p i [ CD- 2/ (2r+ 1)
i )# ( 21)

注意到 pi [ CD
- 2/ (2r+ 1)
i ,那么( p 2

i
)
2r+ 1 [ Cn

A
p
1- A

( lnn)
- 1

2
(1- A) i

, 因此

  2
(2r+ A) i [ C

n
A
p

- (2r+ A)

ln n
# 

实际上只有有限项 i 满足上述不等式,记最大的 i 值为m, 那么( 21)变为

  S21 [ Cn
- A

p
A 6

m

i= 0

2Ai [ Cn
- A

p
A2Am [ Cn

- A
p
A n

A
p

- ( 2r+ A)

ln n

A/ (2r+ A)

=

    C ( n
2r
ln n)

- A/ (2r+ A)
= o ( n

- 2Ar / (2r+ A)
) # ( 22)

为了估计 S22, 根据 Cauchy_Schwartz不等式

  S22 [ 6
q- 1

i= 0
6
p
i
- 1

j = 0
E

1/ 2
( b̂ij - d ij )

4
P

1/ 2
( | b̂ ij - d ij | > BDi )# 

因为 b̂ij - d ij 是中心化的正态随机变量, 它的二阶矩为

  E[ ( b̂ij - dij )
2
] = C1n

- A
p

- 1+ A
i + o( n

- A
p

- 1+ A
i ) ,

可以得到

  E[ ( b̂ij - dij )
4
] [ CE

2
[ ( b̂ij - dij )

2
] [ C ( n

- 1
pi )

2A
p

- 2
i ,

根据正态随机变量的概率不等式, 有

  P( | b̂ij - bij | > BDi ) [ P( | Z | > (1 - : ) B 4 lnn) [

    C / [ (1 - : ) B 4 lnn) ] e- 2(1- : )
2
B
2
lnn

= O( n
- 2(1- : )

2
B
2

)# 

其中 Z 是标准正态随机变量,因此我们得到

  S22 [ C 6
q- 1

i= 0
6
p
i
- 1

j= 0
( n

- 1
p i )

A
p

- 1
i n

- (1- : )
2
B
2

= Cn
- (1- : )

2
B
2

( n
- 1

pq )
A# 

根据( SP)中的假设 piD
2
i y 0, 得到 n

- 1
p q y 0# 选择 B< 1, 但接近 1, E接近 0, 那么 S22 =

o ( n
- 2Ar / ( 2r+ A)

) , 结合( 22) ,引理证毕# 
引理 3. 4  在定理 2. 1的假设下

  S3 S E 6
q- 1

i= 0
6
p
i
- 1

j= 0
b
2
ijI ( | b̂ij | [ Di ) - p

- 2rJ2(1 - 2- 2r
)

- 1Qg
( r)

2

= o ( p
- 2r

)# 

证明  记 E是任意小的正数 E> 0, 和

  S30 = 6
q- 1

i= 0
6
p
i
- 1

j = 0

b
2
ijI ( | b̂ij | [ Di ) , S 31 = 6

q- 1

i= 0
6
p
i
- 1

J= 0

b
2
ijI ( | bij | [ (1+ : ) Di ) ,

  S32 = 6
q- 1

i= 0
6
p
i
- 1

j = 0

b
2
ijI ( | bij | [ (1 - : ) Di ) , $ = 6

q- 1

i= 0
6

p
i
- 1

j= 0

b
2
ijI ( | b̂ij - bij | \ :Di )# 
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根据三角不等式,得到

  S32- $ [ S30 [ S31+ $# ( 23)

根据( 20)和( SP)中的假设 p
2r+ 1
i D

2
i y ] ,得到,当 n 充分大时

  I | bij | [ (1+ : ) Di = I | bij | [ (1 - : ) Di = 1,

以及   S31 = S32 = p
- 2rJ2(1 - 2- 2r

)
- 1Qg

(r )
2

+ o ( p
- 2r

) # ( 24)

至于证明细节, 可以参考文献[ 13] ( 920页)# 同时, 类似于 S22 的证明, 得到

  E$ = 6
q- 1

i= 0
6
p
i
- 1

j= 0

b
2
ijP ( | b̂ij - bij | \ :Di ) [ Cn

- :
2

6
q- 1

i= 0
6
p
i
- 1

j= 0

b
2
ij = o ( p

- 2r
) # 

结合( 23)和( 24) , 引理证毕# 

引理 3. 5  在定理 2. 1的假设下

  S4 S 6
]

i = q
6
p
i
- 1

j = 0
b
2
ij = o( p

- 2r
)# 

证明  根据( 20) bij 的Taylor 展开和 q y ] 的假设, 很容易得到上述结果# 
定理 2. 1的证明  根据引理 3. 2到引理 3. 5以及下面的不等式

  E Q( ĝ - g )
2
- C1( n

- 1
p )

A
+ p

- 2rJ2(1- 2- 2r
)
- 1Qg

( r)
2

[

    S1+ S 2+ S3+ S4# 

很容易推得定理 2. 1的结论# 
定理 2. 2的证明  我们仍然使用文献[ 13]的记号,根据小波 <和 W的正交性,得到

  Q( ĝ - g )
2
= I q(Z , Z , ,) ,

其中 Z表示对应的整数集,例如 7 i = 0, 1, ,, pi- 1 , 那么

  I q( 7 , 7 0, 7 1, ,) = 6
j I 7

( b̂j - bj )
2
+ 6

q- 1

i= 0
6

j I 7
i

( b̂ij - bij )
2
I ( | b̂ij | > Di ) +

    6
q- 1

i= 0
6

j I 7
i

b
2
ijI ( | b̂ij | [ Di ) + 6

]

i= q
6

j I 7
i

b
2
ij =

    6
j I 7

( b̂j - d j )
2
+ 6

j I 7
( dj - bj )

2
+ 2 6

j I 7
( b̂j - dj ) ( dj - bj ) +

    6
q- 1

i= 0
6

j I 7
i

( b̂ij - d ij )
2
I ( | b̂ij | > Di ) + 6

q- 1

i= 0
6

j I 7
i

( d ij - bij )
2
I ( | b̂ij | > Di ) +

    2 6
q- 1

i= 0
6

j I 7
i

( b̂ij - d ij ) ( d ij - bij ) I ( | b̂ij | > Di ) +

    6
q- 1

i= 0
6

j I 7
i

b
2
ijI ( | b̂ij | [ Di ) + 6

]

i= q
6

j I 7
i

b
2
ij = :

    I 1+ I2 + I3 + I4+ I 5+ I 6+ I 7+ I 8# 

根据引理 3. 1,很容易得到 E( I 2) = o ( ( n
- 1

p )
A
) 和 E( I5) = O(E ( I4) )# 下面我们将证

明,不管回归系数 g 是连续可微或间断连续可微, 都有 E ( I 1) = O( ( n
- 1

p )
- A

) 和 E ( I 4) =

o ( n
- 2Ar / ( 2r+ A)

)# 因此,根据 Cauchy_Schwartz不等式, 可以证明 E( I3) = o ( ( n
- 1

p )
A
) 和 E( I 6)

= o( n
- 2Ar / (2r+ A)

) , 与( n
- 1

p )
A相比,这个阶是可忽略的# 

因此我们只要考虑 I 1、I 4、I 7和 I 8 4项,当回归函数 g只是间断光滑,记 0是一个集合包含

g
( s) 的间断点, 0 [ s [ r# 又设, 对有些 x I 0 ,
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  K = k : k I ( px - v, px + v) ,   当 x I 0,

  K i= k : k I ( p i x - v, pi x + v) ,   当 x I 0 ,

K c和K c
i 表示K和K i的补集# 那么,除非 j I K i , bij 中的g 是r 阶连续可微# 同样,当 j /I K i ,

b̂ij 是n个独立观察值的平均值, 而这些观察值定义在区间上, g
( r) 是连续可微的# 类似地,除

非 j I K , bi和 b̂j 定义在同样区域上,因此

  I q( 7 , 7 0, 7 1, ,) = I1(K ) + I 2+ I 3+ I 4(K 0 ,K 1 , K 2 , ,) + I5+ I 6+

    I 7(K 0 , K 1 , K 2 , ,) + I 8(K 0 , K 1 , K 2 , ,) + I 1(K
c
) + I 4(K

c
0 ,K c

1 , K
c
2 , ,) +

    I 7(K
c
0 , K

c
1 , K c

2 , ,) + I 8(K
c
0 , K

c
1 , K

c
2 , ,) , ( 25)

其中

  I 1(K ) = 6
j I K

( b̂j - d j )
2
, I1(K

c
) = 6

j I K
c
( b̂j - dj )

2
,

  I 4(K 0 ,K 1 ,K 2 , ,) = 6
q- 1

i= 0
6
j I K

i

( b̂ij - dij )
2
I ( | b̂ij | > Di ) ,

  I 4(K
c
0 ,K c

1 ,K c
2 , ,) 6

q- 1

i= 0
6
j I K

c

i

( b̂ij - d ij )
2
I ( | b̂ij | > Di ) ,

其他项可以相应地推得# 然而, 由于小波 <和W定义在有限区间上,对每一个 i ,K和K i至多有

(2v + 1) (# 0) 个元素# 考虑到 q = O( lnn) ,我们可以证明 I1(K ) , I4(K 0 , K 1 , K 2 , ,) 和

I 7( K 0 , K 1 , K2 , ,) 至多 o ( ( n
- 1

p )
A
)# 因此这些项是可以忽略的# 虽然当 g不是r 阶连续可

微时, bij = O( p
- 1/ 2
i ) ,但是根据定理2. 2的补充假设 p

2r+ A
nq
- 2Ar y ] ,我们可以证得 I 8(K 0 ,K 1 ,

K 2 , ,) = o( n
- 2Ar / (2r+ A)

)# 根据整个定理 2. 1的证明,我们可以看到等式(25) 右边的其他项

正好等于定理 2. 2中Q( ĝ - g )
2
的主要项# 因此定理证毕# 
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Wavelet_Based Estimators of the Mean Regression

Function With Long Memory Date

LI Lin_yuan,  XIAO Yi_min

( 1. Depar tm ent of Ma them atics and Stat istics , Un iver sity of New Hampshir e , USA ;

2. Depar tm ent of Statist ics an d Probability , Michigan State Un iver isty , USA )

Abstract: An asymptotic expansion is provide for themean integrated squared error(MISE) of nonlin-

ear wavelet_based mean regression function estimators with longmemory data. This MISE expansion is

shown, when the underlying mean regression function is only piecewise smooth. It is the same with

analogous expansion for the kernel estimators. However, for the kernel estimators, this MISE expan-

sion generally fails if the additional smoothness assumption is absent.

Key words: mean integrated square error; nonparametric regression; nonlinear wavelet_based estima-

tor; rate of convergence
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