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流体诱发水平悬臂输液管的

内共振和模态转换( Ñ)
X

徐  鉴,  杨前彪

(同济大学 航空航天与力学学院, 上海 200092)

(刘曾荣推荐)

摘要 :  运用牛顿法导出水平悬臂刚性输液管的非线性动力学数学模型# 为了对该模型进行理论

分析, 通过对各个相关实际物理量的量级定性分析, 给出了模型中各个物理参数的量级# 在此基

础上,应用多尺度法首先得到输液管自由振动模态的特征函数, 利用悬臂管的边界条件给出了特

征值满足的特征方程, 发现管内流体速度可以诱发第一阶模态和第二阶模态 3种形式的内共振分

别是 3B1、2B1 和 1B1 内共振, 从理论上解释了流速诱发水平悬臂输液管系统内共振的机理# 由于

3B1内共振所对应的流速最小,因此这种形式的内共振是最先出现的 ,也是最重要的# 
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引   言

对于输液管的线性动力学已经有了很好的理解
[ 1~ 7]# 然而, 当输液管中流体的速度达到

某一临界值导致响应的静态或动态失稳时,线性模型就再不能描述系统的动力学行为[ 8]# 近

年来,在各种边界条件下输液管的非线性动力学研究得到了广泛的开展,原因在于它有着广阔

的工业应用领域,如热交换系统、核反应堆系统、动力水能工程、输油管道等# 同时, 也在于对

其研究有着科学意义,可作为一个新的研究模型来发展非线性动力学
[ 9, 10]# PaÇdoussis [ 10]和黄

玉盈[ 11]教授等分别于1993年和 1998年综述了这个研究领域许多杰出的研究成果, 回顾了输

液管的研究历史和发展, 并给出了许多有益的评论# 2004年作者[ 12]针对输液管模型及其非线

性动力学研究进行了详细的综述# 对于柔性输液管道的动力学模型, Semler等
[ 13]
系统地比较

了已有的非线性动力学模型, 同时, 利用牛顿法和能量法导出了更加精确的非线性动力学方

程# PaÇdoussis专著[ 14]总结了许多已经被前人讨论过的并且是容易理解的现象,列举了在该领

域几乎所有重要的文献资料, 同时也给读者提供了一些方法以便将其应用到类似问题的研究

中去# 因此,输液管动力学基础研究已经趋于成熟,一般的基础性内容都可以在该书中找到# 

上述研究成果都表明流体诱发输液管失稳的机理, 即是单一模态通过两种形式的分岔失
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去稳定性的,这两种形式是: 1) 发散( divergence)失稳(流体引起的管道静力屈曲或静态分岔) ;

2) 颤振( flutter)失稳(流体引起的振动或Hopf分岔)# 然而,一个关键的问题仍然没有得到解

决:哪一阶振动模态是重要的, 在研究中不能被截断# 最近, Ryu等[ 15]引入/ 特征值碰撞( coll-i

sion of eigenvalues) 0[ 16]的概念, 研究了悬臂非柔性管道颤振时特征值与对应的不稳定模态之间

的关系,结果表明,在不同的质量参数或流速范围内,引起颤振的模态是前三阶模态中的一个,

同时伴随着质量参数和流速的不同,系统的能量在这 3个模态中不断转化# 这意味着转化过

程中,存在的临界情形,也就是系统存在着内共振# 作者在考虑时变流对输液动力学行为影响

的研究中, 也发现了类似的现象
[ 17]

, 而Ryu的文章并没有提到内共振, 也没有给出更多的细

节# 另一方面, 在对悬臂输液管动力学的研究中, 对于流体诱发具有一定刚性或大抗弯刚度的

输液管振动问题,特别是具有流体和外部谐波干扰联合作用下的输液管振动问题的研究却很

少# 所有这些构成了本文的研究动机和研究基础# 
由于篇幅过长, 本文分成两部分( Ñ )和( Ò)# 在部分( Ñ)中,运用牛顿法详细推导了水平

悬臂Euler_Bernoulli型刚性或大抗弯刚度输液管的非线性运动方程, 导出水平悬臂刚性输液管

的动力学模型, 在对各个相关物理量的量级定性分析的基础上, 给出无量纲形式的动力学模

型# 在此基础上,应用多尺度法对模型进行理论分析, 证明输液管随着管内流体速度的增加会

出现 3B1内共振、2B1内共振和 1B1内共振, 并求出相应的临界流速# 在部分( Ò)中,对 3B1内

共振进行了详细的分析, 得到了共振解的近似表达形式,通过观察内共振调谐参数、主共振调

谐参数和外激励幅值的变化, 发现在内共振临界流速附近,流速导致系统通过鞍结分岔、Hopf

分岔、余维 2分岔和倍周期分岔等非线性动力学现象进行模态能量的转换, 使得对应的管道系

统的周期运动失稳出现跳跃、颤振和更加复杂的动力学行为. 通过对理论结果与数值模拟的

比较,表明了理论分析的有效性和正确性# 

从本文的研究结果可以看出, 流体也可以诱发具有一定刚性或大抗弯刚度的输液管颤振

失稳,只是这样的失稳可以通过内共振发生的,这与柔性管道有所不同# 

1  数 学模 型

本节建立在文献[ 13]的基础上,给出水平悬臂Euler_Bernoulli型输液管的非线性运动方程# 

假设管轴线曲率为 J, 则

  5S/5 s = Jn, ( 1)

  J2 = S @ 5S
5 s

2

=
5S
5s

# 5S
5s

=
52

x

5 s
2

2

+
52

y

5 s
2

2

, ( 2)

其中 S和n分别是管轴线上任一质点x ( s, t ) 和 y ( s, t ) 的切向量和法向量, s为质点的自然坐

标# 当管轴向不可伸长时,有

  5x / 5s
2
+ 5y / 5 s

2
= 1# ( 3)

取单元管的长度为 ds, 输液管的单位长度质量为 m ,输液管中的流体的单位长度质量为 M 并

且流速是u, Q和M 分别为作用在单元管左截面上的合力和弯矩; Q+ dQ 和M+ dM相应地

为作用在右截面上的合力和弯矩# 单元管中的流体的速度和加速度可以分别表示为

  Vf = Vp + uS =
5 r
5t

= u
5x
5 s

i +
5 y
5 s

j =
5
5t

+ u
5
5 s

( xi + yj ) =
Dr
D t

, ( 4)

  a f = (D2
r / D t

2
) = 5/ 5t + u5/5 s

2
( xi + yj )# ( 5)

考虑梁模型管, 则由 Bernoulli_Euler梁理论可知

  M = EIS @ 5S/ 5 s, ( 6)
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其中 EI 为输液管的抗弯刚度# 由弯矩的平衡关系可得

Q = ( S#Q) S+ S @ (5M/5 s) = ( N - P) S+ S @ (5M/5 s ) , ( 7)

其中 N 和P 分别为截面上轴向拉力和轴向压力# 方程(7) 向 x 和 y 轴上投影分别为

Q#i = ( N - P) S#i + S @ 5M
5 s

#i = ( N - P )
5x
5 s

+ S @ 5
5s

EIS @ 5S
5 s

#i =

  ( N - P)
5x
5s

+ EI S#5
2
S

5s
2 S-

52S
5 s

2 #i = ( N - P)
5x
5 s

- EIJ2 5x
5 s

- EI
53

x
5 s

3 , ( 8)

和  Q#j = ( N - P ) S#j + S @ 5M
5s

#j = ( N - P )
5y
5 s

- EIJ2 5y
5s

- EI
53 y
5 s

3# ( 9)

将( 8)和( 9)分别代入力的平衡关系可以得到

- EI
54

x

5 s
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5
5 s

( N - P - EIJ2)
5x
5s

= m
52x
5 t

2 + M
5
5 t
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5y
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= m
52y
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2 + M
5
5 t
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2

y# ( 11)

悬臂输液管的边界条件为

y (0, t ) = yc(0, t ) = y d( L , t ) = y Ê ( L , t ) = 0# ( 12)

为了简化( 10)和( 11)成为一个描述输液管系统横向 ( y 轴方向) 的运动方程, 首先对方程

(10) 两边关于变量 s从 s到L 进行积分,得到( N - P - EIJ2) 的表达式,再代入方程(11) ,并利

用方程(3)和边界条件(12) 消去 x ,只保留3次和3次以下的非线性项,得到关于 y系统受到外

部激励 F cos 8t扰动时的控制方程

( m + M ) &y + 2MuÛyc(1 + yc2
) + ydMu

2
(1 + yc2) + ( m + M) g +

  EI [ ydd(1+ yc2) + 4ycydyÊ + yd3
] + Fcos 8t - yd Q

L

sQ
s

0
( m + M ) ( Ûyc2

+

  yc&yc) dsds + Q
L

s
(2MuycÛyc+ Mu

2
ycyd)d s + ycQ

s

0
( m + M ) ( Ûyc2

+ yc&yc)ds = 0, ( 13)

其中 L 为管的长度; g 为重力加速度; /点0 和/撇00分别为表示对时间 t 和 s 坐标的导数# 

2  模 型分 析

首先,对方程( 13)进行无量纲化,为此令

t
*

=
EI

m + M
t

L
2, s

*
=

s
L

, y
*

=
y
L

, u
*

=
M
EI

uL,

B=
M

m + M

1/ 4

, C=
m + M

EI
L

3
g , f 1 =

L
3

EI
F ,

并代入方程( 13) ,为了书写方便, 去掉* 号, 则有

&y + u
2
yd + ydd+ 2uB

2Ûyc+ C+ f 1cos 8t + 2uB
2Ûycyc2

+ u
2
ydyc2

+

  yddyc2
+ 4ycydyÊ + yd3

- yd Q
1

xQ
x

0
( Ûyc2 + yc&yc)dxdx +

  Q
1

x
(2uB

2
ycÛyc+ u

2
ycyd)dx + ycQ

x

0
( Ûyc2

+ yc&yc)dx = 0# ( 14)

值得注意的是在方程( 14)中,只保留了 3次非线性项# 为了分析( 14) ,有必要对其个项的量级

进行分析# 根据 PaÇdoussis的研究结果[ 14] , 相对管道的长度, 横向挠度可以认为是/ 小0的,故

引进一无量纲参数 0 < E< 1,则设 y ~ O( E) 并且当 m 和M 取适当的值时总可以使得B=

( M / ( m + M ) )
1/ 4的量级为 O( E)# 如果 u ~ O(1) (通过后面的计算可以看到 u 的量级为
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O(1) ) ,则可以得到 &y ~ O( E) , u
2
yd ~ O( E) , ydd ~ O( E) , 2uB2Ûyc~ O( E3)# 对于大抗弯刚度

的非柔性管,这里研究 C至少是O( E4)# 例如,一根悬臂输水钢管,长 100 cm, 内径 3. 2 cm,外

径 12 cm, 可以得到 B= 0. 31, C= 1. 96 @ 10
- 4# 因此, C的影响可以被忽略,正如 Ryu研究的

情形[ 15]# 如果在输液管的静态平衡位置上建立坐标系, 以管的轴线作为坐标系的横轴,这时

也可以不考虑管自重的影# 另外, 本文考虑的是弱的外激励干扰,即 f 1 ~ O( E3) , 于是外激励

项的量级为 O( E3)# 从以上的量级分析可以看出,方程(14) 中的项只有 O( E) 和 O( E3) 项,可

以应用多尺度法进行分析,为此令

  T n = En
t   ( n = 0, 2, 4, ,) , ( 15)

则有

  d/ dt = D0 + E2D2 + ,, ( 16)

  d2/ dt
2

= D2
0 + 2E2D0D2 + E4D2

2 + ,, ( 17)

  y ( x , t ) = Ey1( T 0, T 2) + E3y 3( T 0, T 2) + ,, ( 18)

并且重新标度 B
2 y E

2
B
2
, f 1 y E

3
f 1, 则方程( 14)和对应的边界条件为

  O( E) :  D2
0y 1 + u

2
y

d
1 + y

dd
1 = 0, ( 19)

      y 1(0, t ) = y
c
1(0, t ) = 0, y

d
1(1, t ) = y

Ê
1(1, 0) = 0# ( 20)
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  y 3(0, t ) = y
c
3(0, t ) = 0, y

d
3(1, t ) = y

Ê
3(1, t ) = 0, ( 22)

其中 Dn = 5/5T n# 

3  内共振现象

自由振动方程( 19)和( 20)的解可以表示成为

  y 1( T 0, T 2, x ) = 6
N

j= 0
<j ( x ) Aj ( T 2) e

iX
j
T
0 + cc, ( 23)

其中 cc为其前面项的共轭项, <j ( x ) 是对应的具有相同边界条件梁的无量纲特征函数,满足

  <ddj ( x ) + u
2
<

d
j ( x ) - X

2
j<j ( x ) = 0, ( 24)

解得   <j ( x ) = C1cosK1 j x + C2sinK1j x + C 3chK2 j x + C4shK2j x , ( 25)

其中 j = 1, 2, ,, N , 而

  K
2
1 j = (1/ 2) ( u

4
+ 4X

2
j )

1/ 2
- (1/ 2) u

2
, K

2
2 j = (1/ 2) ( u

4
+ 4X

2
j )

1/ 2
+ (1/ 2) u

2
, ( 26)

由边界条件( 20)可得

  <j (0) = <c
j (0) = 0, <d

j (1) = <Êj (1) = 0, ( 27)

将( 25)代入( 27)可得关于 C1、C2、C3、C4的方程组, 该方程组有非零解的充分必要条件是其系

数行列式为零, 即

  K41 j + K42 j + K1 j K2j [ 2K1j K2 j cosK1 j chK2j + ( K21j - K22j ) sinK1j shK2j ] = 0# ( 28)

如果考虑第一阶和第二阶模态运动,则通过( 28)可以发现流体速度诱发的第一阶模态和第二

阶模态3种形式的内共振(参看图 1~ 图 3)# 在图 1中, 横坐标为流速 u,纵坐标为振动频率

X, 细线代表第二阶模态频率, 粗线代表3倍第一阶模态频率# 从图中可以看出,当流速 uc3 U
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3. 543 557 7时,第二阶模态频率和 3倍第一阶模态频率相交, 即3X1 = X2,此时 X1 = 5. 828 086,

  图 1 流诱发 3B1内共振

X2 = 17. 484 258,系统存在 3B1内共振# 同样地,在图2

中当流速uc2 U 4. 124 568 6时,第二阶模态频率和2倍第

一阶模态频率相交, 即 2X1 = X2,此时 X1 = 7. 513 992,

X2 = 15. 027 985,系统存在 2B1内共振# 在图3中可以

清楚地看出, 如果流速继续增加, 第一阶模态频率和第

二阶模态频率在 uc1 U 4. 477 822 0时重合,此时 X1 = X2

= 10. 998 198,系统存在 1B1内共振# 相应的流速满足

uc3 < uc2 < uc1, 因此,随着管内流体速度的增加, 3B1

内共振最先发生, 2B1 内共振为次之, 1B1内共振最后

    图 2 流诱发 2B1内共振              图 3 流诱发 1B1内共振

发生# 这样的内共振时的悬臂输液管通过颤振失去稳定性# 在部分( Ò)
[ 18]
中将详细讨论最

主要的3B1内共振# 

4  结   论

本文的部分( Ñ )运用牛顿法对水平悬臂输液管进行数学建模, 得到形式简单但又蕴涵着

丰富而复杂的动力学内容的控制方程, 在对物理量级进行定性分析的基础上运用多尺度法对

控制方程进行非线性分析,发现流速可以诱发系统出现 3B1、2B1和 1B1内共振# 对应的流速

临界值分别是 uc3 U 3. 543 557 7、uc2 U 4. 124 568 6和 uc1 U 4. 477 822 0,从理论上解释了流速

诱发水平悬臂输液管系统内共振的机理# 由于 uc3 < uc2 < uc1, 则3B1内共振是最先出现的,

因此也是最重要的# 对于流体诱发的 3: 1内共振的详细分析,将在文章的部分(Ò)中讨论[ 18]# 
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Flow_Induced Internal Resonances and Mode Exchange in

Horizontal Cantilevered Pipe Conveying Fluid ( Ñ)

XU Jian,  YANG Qian_biao

( School of Aerospace Engineer in g and Applied Mechanics , T ongji Univer sity ,

Shangha i 200092, P . R . China )

Abstract: The Newtonian method is employed to obtain nonlinear mathematical model of motion of a

horizontally cantilevered and inflexible pipe conveying fluid. The order magnitudes of relevant physical

parameters are analyzed qualitatively to establish a foundation on the further study of the model. The

method of multiple scales is used to obtain eigenfunctions of the linear free_vibration modes of the

pipe. The boundary conditions yield the characteristic equations from which eigenvalues can be de-

rived. It is found that flow velocity in the pipe may induced the 3B1, 2B1 and 1B1 internal resonances

between the first and second modes such that the mechanism of flow_induced internal resonances in

the pipe under consideration is explained theoretically. The 3B1 internal resonance first occurs in the

system and is, thus, the most important since it corresponds to the minimum critical velocity.

Key words: pipe conveying fluid; internal resonance; stability; bifurcation
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