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流体诱发水平悬臂输液管的
内共振和模态转换( Ò)

X

徐  鉴,  杨前彪

(同济大学 航空航天与力学学院, 上海 200092)

(刘曾荣推荐)

摘要:  基于得到的水平悬臂输液管非线性动力学控制方程,详细研究了由流速最小临界值诱发

的3B1 内共振# 通过观察内共振调谐参数、主共振调谐参数和外激励幅值的变化, 发现在内共振

临界流速附近,流速导致系统出现模态转换、鞍结分岔、Hopf分岔、余维 2分岔和倍周期分岔等非

线性动力学行为,对应的管道系统的周期运动失稳出现跳跃、颤振和更加复杂的动力学行为# 通

过理论结果与数值模拟比较,表明了理论分析的有效性和正确性# 
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引   言

在( Ñ )部分中, 运用牛顿法导出水平悬臂 Euler_Bernoulli型输液管无量纲非线性动力学数

学模型为[ 1]

  &y + u
2
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ycyd)dx + ycQ

x

0
( Ûyc2+ yc&yc)dx = 0, ( 1)

通过对方程( 1)量级的分析知道 &y ~ O( E) , 2uB2Ûyc ~ O( E3) , 解可以设为 y ( x , t ) = Ey 1( T 0,

T 2) + E3 y3( T 0, T 2) + ,# 应用多尺度方法[ 2]得到

  y 1( T 0, T 2, x ) = A 1( T 2) <1( x ) e
iX

1
T
0 + A 2( T 2) <2( x ) e

iX
2
T
0 + cc, ( 2)

其中   Dn = 5/ 5T n, T n = Ent   ( n = 0, 2, 4, ,) ,
  <j ( x ) = C1cosK1 j x + C2sinK1j x + C 3chK2 j x + C4shK2j x , ( 3)

而

  K21 j = (1/ 2) ( u4+ 4X2j )
1/ 2
- (1/ 2) u2, K22 j = (1/ 2) ( u4+ 4X2j )

1/ 2
+ (1/ 2) u2 ( 4)

和 <j (0) = <
c
j (0) = 0, <

d
j (1) = <

Ê
j (1) = 0,而 y3 满足
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  y 3(0, t ) = y
c
3(0, t ) , y

d
3(1, t ) = y

Ê
3 (1, t ) = 0# ( 6)

如果考虑第一阶和第二阶模态运动,利用悬壁管的边界条件给出了特征值满足的特征方程,可

以发现当流速 uc3 U 3. 543 557 7时,第二阶模态频率和3倍第一阶模态频率相交,即3X1= X2,此

时 X1= 5. 828 086, X2= 17. 484 528,系统存在3B1内共振# 同样地,当流速 uc2 U 4. 124 568 6时,

第二阶模态频率和2倍第一阶模态频率相交,即2X1 = X2,此时 X1= 7.513 992, X2 = 15.027 985,

系统存在 2B1内共振; 如果流速继续增加,第 一阶模态 频率和 第二阶模态频率在 uc1 U
41477 822 0时重合,此时 X1= X2 = 10. 998 198, 系统存在1B1内共振# 这种流体通过诱发管

道的内共振时失去稳定性的现象与过去许多学者[ 3~ 14] 发现的失去稳定现象有所不同,因此有

必要进行深入研究# 由于 uc3 < uc2 < uc1, 因此, 随着管内流体速度的增加, 3B1内共振最先

发生,也是最重要的# 本文就是对 3B1内共振的详细分析,以探讨流体诱发管道内共振失去稳

定性机理# 

1  3B1内共振解及其稳定性、分岔

首先引入两个调谐参数分别为 R1 和 R2, 使得

  X2 = 3X1+ E2R1, 8 = X1+ E2R2# ( 7)

将( 1)和( 7)代入方程( 5)得
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其中   F1( T 2, x ) = - 2i X1( u0B
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hm, n 和gm, n 见附录# 如果取 C1 = - 1, C3 = 1, 可得
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K
2
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2
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K
2
1j sinK1j + K1 j K2j shK2j

, C4 = -
K1 j
K2 j
C2,

则( 3)变为

  <j ( x ) = chK2 j x - cosK1 j x - Gj
K1j
K2j

shK2j x - shK1 j x # ( 9)

<j ( x ) 的自伴随函数

  Wj ( x ) = kj
u
2K2j chK2 j + K32 j chK2j - u

2K2j cosK1j + K21j K2j cosK1 j
u
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@

    ( cosK1j x - chK2j x ) + shK2 j x -
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满足Q
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<m( x ) Wn( x )dx = 0, ( m X n) ,而 kj 为常数由方程Q

1

0
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[ 15]Q
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其中

  Lm = Q
1

0
u0B

2<c
m( x ) Wm( x )dx , 8XmCmn = - Q

1

0
hmn ( x ) Wmn( x )dx ,   m X n ,

  8XmDm = -Q
1

0
bm( x ) Wm( x )dx , 2XmHmn = u0Q
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0
Wm( x ) <

d
n( x )dx , v1 = R2, v2 = 3R2- R1,

/c0表示对 T 2的导数# 

于是根据解的表达形式,流体诱发的 3B1内共振和外干扰联合作用下得的一次近似解可
以表示为

  y ( x , t ) = E[ <1( x ) ( p 1cos 8t + q 1sin 8t ) + <2( x ) ( p 2cos3 8t + q2sin3 8t ) ] , ( 12)

其中 p 1、q 1、p 2和 q2由方程(11) 确定# 方程(11) 的平衡解对应系统稳定的周期运动,因此,只
要详细讨论方程 (11) 平衡解的稳定性及分岔# 为此, 取 E = 0. 1, EB= 0. 31, 并记 a1 =

p
2
1 + q

2
1 , a2 = p

2
2+ q

2
2 分别表示应第一和第二模态周期运动振幅# 

图1( a) ~ 图 1( f)表明固定外激励振幅而与流速有关的内共振调谐参数变化时,系统的频_

振响应曲线,实线表示稳定的平衡解, 虚线表示不稳定的平衡解,粗实线表示不稳定的焦点,

SNj 代表鞍结分岔,H j 代表 Hopf分岔# 当 R2从小开始增大在到达 SN2( R2 = - 221. 032 153)

前,系统只有周期运动,比较2个模态振幅的数值可以看出,系统的能量主要集中在第一模态; 随

着 R2穿过SN2(或 R2> - 221.032 153) 在到达H 2前, 系统有2个共存的周期运动# 对于小的分

支,第一阶模态振幅先增加后减小,但第二阶模态振幅总是增加在R2到达SN1( R2= 91643 889) 之
前,这个过程表明能量逐步传递给第二阶模态# 随着 R2继续增加穿过 SN 1,对于 E2R1 = - 0115

和 E2R1= 0 (参看图1( a) ~ 图1( d) ) , 周期运动跳跃到复杂的运动上,而对于 E2R1 = 0. 15 (图 1

( e)、图 1( f) ) , 周期运动跳跃到另外的一个周期运动, 这时主要的能量在第二模态上,说明模态

之间的能量交换完成;对于大的分支,第二阶模态的振幅大于第一阶,系统主要的能量来源于

第二阶模态,这是系统出现内共振所致, 这样的现象完全不同于线性振动# 当 R2 增加穿过

H 2( R2 = - 131. 296 652)时,周期运动通过Hopf分岔失去稳定性使系统运动成为概周期或更复

杂,需要进一步研究# 这样的运动伴随着 R2穿过H 1( R2 = 40. 689 144) 又可以回到周期运# 

从图中可以看出在不同的 E
2
R2区间上, 系统的动力学行为发生定性变化, 特别是当 E

2
R2在H 2

与H 1之间, 系统可能出现复杂的动力学行为# 类似的可以分析 R2 从大减小的过程# 

固定与流速有关的内共振调节参数而将外激励振幅作为可变参数,可以观察外激励摄动

对系统的影响, 如图 2所示,其中粗实线为 H 2点组成的Hopf分岔边界,细实线为H 1点组成的

Hopf分岔边界,点画线为鞍结分岔 SN1, O为余维 2分岔点,对应的是 f 1 = 110. 910 767, R2 =

81130 791# Hopf分岔和鞍结分岔边界把 E2R1_E
3
f 1参数平面分岔平面分成 4个区域# 从图上

可以看出, 随着 f 1的减小, 2个Hopf分岔之间的间隔H 1、H 2以及2个鞍结分岔SN1与 SN 2之

间的距离变的越来越小# 当 E
3
f 1 = 0109时, 2个Hopf分岔已完全消失,这意味着Hopf分岔和

鞍结分岔的强烈地依赖于外激励 f 1 的取值# 在 0. 15与 0. 09之间存在着关于 E
3
f 1的临界值,
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 ( a) E3f 1 = 0. 125, EB = 0. 31, E2R1 = - 0. 15   ( b) E3f 1 = 0. 125, EB= 0. 31, E2R1 = - 0. 15

 ( c) E3f 1 = 0. 125, EB = 0. 31, E2R1 = 0    ( d) E3f 1 = 0. 125, EB= 0. 31, E2R1 = 0

 ( e) E3f 1 = 0. 125, EB = 0. 31, E2R1 = 0. 15   ( f) E3f 1 = 0. 125, EB = 0. 31, E2R1 = 0. 15

图 1  系统第一和第二模态频幅响应,其中外激励振幅被取定

图 2  方程(11)平衡解分岔集

使鞍结分岔 SN 1和 Hopf分岔 H 1同时出现, 即系统存在

着与 R1和f 1有关的余维2分岔# 更进一步,鞍型平衡曲

线和其他 2个稳定平衡曲线的交点(参看图 1( a) )组成

的边界又把区域 »成 3个部分(参看在图 2中的 Ñ, Ò,

Ó)# 由分岔理论知道,在每个区域中,方程( 11)的平衡

解具有相同的稳定性,即: 在区域¹ 中,系统仅有 1个稳

定的平衡解;在区域º 中, 系统只有 1个不稳定的焦点;

在区域 »中,系统存在1个稳定的平衡解、1个不稳定的

鞍型平衡解和 1个不稳定的焦点# 在区域¼中, SN 2 <

E2R2 < H 2 ,系统具有 2个稳定的平衡解和 1个不稳定的鞍型平衡解# 
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2  数 值模 拟

本节应用 Runge_Kutta 方法对图 2中各个参数区域进行数值模拟,来验证上述理论分析结

果的正确性,结果被表明在图 3,其中的参数同图 2# 

       ( a) 区域¹                   ( b) 区域º

       ( c) 区域»                  ( d) 区域»

       ( e) 区域¼                 ( f) 区域¼

图 3  对图 2各个分岔集的数值模拟

图3( a)模拟图2区域 ¹ ,这时的参数 E3f 1 = 0. 125, E2R2 = 0. 45# 数值结果得到方程(11)

仅有1个稳定的平衡解( p 1, q 1) = (- 0. 328 8, 0. 330 8) , 通过(12) 可知原系统存在3B1共振解

(参看图 4( a) )# 在区域 º 中, 取 E3f 1= 0. 125, E2R2 = 0. 25,可得到1个不稳定的焦点( p 1, q 1)

= (- 0. 331 2, 0. 362 6) 且收敛到1个稳定的极限环(参看图3(b) )# 图 3( c) 和图 3( d) 分别取

E2R2 = 0. 08和 E2R2 = - 0. 05,而 E3f 1 = 0. 125# 数值计算得到方程(11) 有 1个不稳定的焦点

( p 1, q1) = (- 0. 331 1, 0. 390 3)、1个稳定的平衡解( p 1, q 1) = (- 0. 287 1, 0. 472 6) 和1个不稳

定的鞍型平衡解( p 1, q 1) = (- 0. 034 5, 0. 508) ,它收敛到稳定的平衡解# 当 E2R2 = 0. 08时,
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不稳定的焦点收敛到稳定的极限环,而 E2R2 = - 0. 05时,收敛到倍周期极限环, 对应的管道悬

臂端的呈现出概周期运动或更加复杂的运动行为(参看图 4( b)和图 4( c) ) , 而不稳定的平衡解

收敛到稳定的平衡解,对应的系统出现从 1个周期运动跳跃到另 1个周期运动# 系统的这两

种运动形式依赖于系统的初始条件# 在区域¼中,取 E
2
R2 = - 1. 8,得到2个稳定的平衡解( p 1,

q 1) = (- 0.079 9, 0. 699 1)、( p1, q1) = (0. 282 75, 0. 169 3) 和1个不稳定的鞍型平衡解,图3( e)所

示,相平面上有 2个稳定的平衡点,对应系统2个共存的周期运动# 平衡点位置与理论值相符,

并随着初始条件的不同,轨线会收敛到不同的平衡点上# 根据表达式( 12)原系统有 2个稳定的

周期解共存# 图3的数值结果与理论分析结果一致,说明本文分析的有效性和正确性# 

( a) 周期运动

( b) 概周期运动

( c) 复杂运动

图 4 管悬臂端的振动的时间历程和相平面

最后,应用解析解的表达形式( 12)观察对应于图 3( a)、图 3( b)和图 3( c)输液管自由端的

动力学行为# 时间历程和相平面图被画在图 4( a) , 图 4( b)和图 4( c) , 其中 <1(1) = 16. 027

146, <2( 1) = - 3. 140 719# 图 4( a) ~ 图 4( c)有助于直观的理解悬臂输液管运动规律,图 4( a)

表明悬臂输液管自由端 3B1内共振解是周期的,图 4( b)显示伴有自由端颤振的概周期运动,

表明管道的悬臂端宏观上仍然是周期运动, 但局部伴有颤振,而图 4( c)表明颤振的加剧和更

加复杂# 
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3  结   论

基于文献[ 1]建立的水平悬臂输液管非线性动力学控制方程, 详细研究了由流速最小临界

值诱发的 3B1内共振# 随着内共振、主共振和外激励扰动振幅的变化,当流速在临界值附近变

化时, 观察到一些非线性动力学行为,如模态转换、鞍结分岔、Hopf分岔、余维 2分岔# 系统的

周期运动通过跳跃、颤振或更复杂的形式失去稳定性# 从理论上解释了流速诱发水平悬臂输

液管系统内共振、颤振、模态转化的机理,并通过数值模拟, 结果表明了理论分析的正确性# 
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Flow_Induced Internal Resonances and Mode Exchange

in Horizontal Cantilevered Pipe Conveying Fluid(Ò)

XU Jian,  YANG Qian_biao
( School of Aerospace Engineer in g and Applied Mechanics , T ongji Univer sity ,

Shan ghai 200092, P . R . China )

Abstract: Based on the nonlinear mathematical model of motion of a horizontally cantilevered rigid

pipe conveying fluid, the 3B1 internal resonance induced by the minimum critical velocity is studied in

details. With the detuning parameters of internal and primary resonances and the amplitude of the ex-

ternal disturbing excitation varying, the flow in the neighborhood of the critical flow velocity yields

that some nonlinearly dynamical behaviors occur in the system such as mode exchange, saddle_node,

Hopf and co_dimension 2 bifurcations. Correspondingly, the periodic motion loses its stability by

jumping or flutter, and more complicated motions occur in the pipe under consideration. The good a-

greement between the analytical analysis and the numerical simulation for several parameters ensures

the validity and accuracy of the present analysis.

Key words: pipe conveying fluid; internal resonance; stability; bifurcation
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