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摘要 : � 对多个自由度上含有强非线性项系统的颤振问题, 推广应用增量谐波平衡法进行分析��

考虑带有强非线性立方平移和俯仰刚度项的二元机翼颤振方程,首先将方程用矩阵形式表示, 然

后把振动过程分解成为振动瞬态的持续增量过程, 再采用振幅作为控制参数应用谐波平衡法, 以

这种推广的增量谐波平衡法求得方程解的表达式, 并由此分析系统的分岔现象、极限环颤振现象

和谐波项数的取值问题,最后用龙格_库塔数值方法进行验算,结果表明: 分析多个自由度的强非线

性颤振,增量谐波平衡法是精确有效的��
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引 � � 言

飞行器的颤振是典型的自激振动, 它是由于空气动力、弹性力和惯性力的相互作用而引起

的一种动不稳定问题�� 在工程实际中, 由于飞行器结构日益复杂,部件间难免存在各种各样的

非线性环节,它们有时甚至是强非线性的, 其影响使系统出现许多现象,如 Hopf 分岔、极限环

颤振,混沌等�� 因此,飞行器的强非线性颤振分析有其重要的意义��

最早研究含有非线性环节机翼的气动弹性问题的是Woolston[ 1]和 Shen [ 2] , 他们分别通过

计算机的帮助及谐波平衡法去分析此问题,其中谐波平衡法的研究为后人所广泛应用�� Breit-

bach [ 3]对结构非线性颤振问题的分析工作也是相当突出,他通过谐波平衡法和傅立叶级数展

开得到近似分析解, 这种认为一阶谐波占运动主要成分的当量线性化方法称为等效线化法,它

被进一步用于分析机翼的Hopf分岔
[ 4]
和亚临界分岔

[ 5]�� 然而采用等效线化法必须假设非线

性环节的运动幅值, 当非线性环节多于一个时,无法计算出其真实幅值,所以上述文献都只考

虑了系统带一个方向非线性的情况�� 为此, Lee[ 6]提出了一种迭代求解的方法,用于多个自由
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度上有非线性环节的颤振系统,但该方法需要计算数值导数,实现起来过于复杂�� 对于强非线

性振动的分析方法, Lau和 Cheung 提出了增量谐波平衡法(简称 IHB法)
[ 7]

,该方法把数值计算

中的增量方法和谐波平衡法结合在一起, 在强非线性研究方面得到了很好的应用[ 8~ 10]�� IHB

法一般适用于控制方程含有确定外激励的系统, 然而对颤振系统, 传统的 IHB法有时不再适

用�� 为解决这一问题,蔡铭等[ 11]用颤振方程的某一振幅作为控制参数, 反过来求振动频率和

其它振幅,使 IHB法能有效地分析颤振解,遗憾的是,所研究的颤振系统只在一个方向上具有

强非线性��

本文以平移和俯仰两个方向都带强非线性立方刚度项的二元机翼颤振问题为例, 将 IHB

法应用于多个自由度上具有强非线性系统的颤振问题,导出了颤振方程解的表达式,运用谐波

平衡项的系数分析风速变化下的分岔现象,求出颤振的临界分岔点, 并考虑固定风速下的极限

环现象以及谐波项数对结果精度的影响,最后用龙格_库塔法做数值计算, 结果对比表明本文

的方法是精确有效的�� 用 IHB法分析飞行器强非线性颤振问题,既拓宽了 IHB法的应用范围,

又为强非线性的颤振分析提供了一条新途径��

1 � 二元机翼模型和颤振方程

考虑如图 1所示的二元机翼模型,图中各参数的含义可以参照文献[ 12] ,系统的控制方程

形如文献[ 12]的方程( 2)�� 为了研究多个自由度上含有强非线性的颤振问题,引入强非线性立

方平移刚度项 10h
3
, 并用 20�

3
代替原控制方程的 e�

3
, 则可以得到新的控制方程

� �
�h + 0. 25��+ 0. 1�h + 0. 2h + 10h

3
+ 0. 1Q�= 0,

0. 25�h + 0. 5��+ 0. 1��+ 0. 5�+ 20�3- 0. 04Q�= 0��
( 1)

图 1� 二元机翼简图

2 � IHB法

将方程( 1)写成矩阵形式

� � �M�X + �C�X + ( �K + �K ( 3)
) X = 0, ( 2)

其中

� � X =
h

�
, �M =

1 0. 25

0. 25 0. 5
, �C =

0. 1 0

0 0. 1
,

� � �K =
0. 2 0. 1Q

0 0. 5- 0. 04Q
, �K (3)

=
10h

2
0

0 20�
2 ��

设 �= �t , �是系统的振动频率�� IHB法的第 1步是Newton_Raphson的增量过程�� 令 X0

和 �0 表示振动过程中的某一个状态,则其邻近的状态可以表示为增量的形式
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� � X = X0+ �X , � = �0+ ��, ( 3)

将( 3)式代入颤振方程( 2) ,略去高阶项,得到矩阵形式的增量方程

� � �20 �M�X�+ �0�C�X�+ ( �K + 3�K (3)
) �X =

� � � � �R - (2�0 �MX�0+ �CX�0) ��, ( 4)

� � �R = - ( �20 �MX�0+ �0�CX�0+ �KX0+ �K ( 3)
X0) , ( 5)

�R 是误差向量,当 X0和 �0为准确解时,其值为 0��

IHB法的第 2步就是谐波平衡过程�� 把 X0 和 �X0展开成 Fourier级数

� � xj 0 = �
N
c

k= 1
ajkcos( k - 1) �+ �

N
s

k= 1
bjksink� = Cs Aj , ( 6)

� � �xj0 = �
N
c

k= 1
�ajkcos( k - 1) �+ �

N
s

k= 1
�bjksink� = C s�Aj , ( 7)

其中

� � Cs = [ 1, cos�, cos2�, �, cos(N c - 1) �, sin�, sin2�, �, sinN s�] ,

� � Aj = [ aj 1, aj2, �, ajN
c
, bj1, bj2, �, bjN

s
]
T
, � � j = 1, 2��

写成矩阵形式

� � X0 = SA , �X = S�A, ( 8)

其中 � � S =
Cs 0

0 Cs
, A =

A1

A2
��

将( 8)式代入( 4)式,并应用 Galerkin过程,得到

� � �
2�

0
�( �X) T [ �20 �M�X � + �0�C�X�+ ( �K + 3�K ( 3)

) �X ] d� =

� � � ��
2�

0
�( �X)

T
[ �R - (2�0 �MX�0 + �CX�0) ��] d��� ( 9)

最后可得到以 �A和 ��表示的线性方程组

� � Kmc�A = R - Rmc��, ( 10)

其中

� � Kmc = �
2
0M + �0C + K + 3K( 3)

, R = - ( �20M + �0C + K + K
( 3)

) A ,

� � Rmc = (2�0M+ C) A , M =�
2�

0
S
T �MS�d�,

� � K = �
2�

0
S
T �KSd�, K( 3)

=�
2�

0
S
T �K (3)

Sd���

方程组( 10)的未知量的数目比方程数目多 1个,求解时必须选定 1个未知量为控制参数��

由于颤振是自激振动,某个风速下的颤振频率 �是不变的, 这时可以取某一谐波的振幅作为

控制参数,从而求得频率 �和其它振幅�� 也就是说,用计算机求解方程组( 10) ,除了给定初值

A0和 �0,还要给定某一振幅 ak , 再通过不断迭代和( 5)式的误差修正,求得方程组( 10)的其它

未知数�� 本文对 IHB法的这种推广, 能有效地求解飞行器颤振问题��

3 � 结果验算及分析

应用上述 IHB法对图 1的颤振系统进行了大量计算, 同时采用变步长四阶龙格_库塔数值

积分方法(RK法)进行验证�� 在两种方法的计算程序中都为广义风速 Q 设定了一系列的值,
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以便分析二元机翼的分岔现象�� 以 A 和H 分别表示俯仰方向�和平移方向h 的振幅,图 2分

别是二元机翼两个方向的分岔图, 由此图可以很容易地观察到颤振的分岔点及振幅随广义气

流速度 Q 的变化规律�� 同时可以看出, IHB法和 RK 法两者得出的结果是比较相近的�� 由于

IHB法是半数值半解析方法, 能得到解的表达式, 各参数的物理意义和大小都非常明晰,这是

RK法无法比拟的��

图 2� Q ~ A , Q ~ H 分岔图

谐波项N c、N s的取值是一个重要的问题,也是较难掌握的问题�� N c、N s越大,方程组的阶

数就越大,对于 1个含有 n个自由度的系统,方程组的阶数将是 2�n�(N c + N s ) + 1, 由于 IHB

法的求解过程要进行积分、迭代等复杂运算, 大的方程组阶数将使求解过程占据很大的计算机

内存,花费很多的计算时间�� 所以 N c、N s 不是越大越好�� 但是,若取得太小,则会影响解的精

度,对于某些问题,这种误差还是不能忽略的�� 例如, 考虑 Q = 7时俯仰方向的相图,图 3( a)

是 IHB法取1个谐波项时和 RK法的逼近程度,图 3( b)是 IHB法取 3个谐波项时和RK法的逼

近程度,显而易见,图 3( b)更为可靠精确��

� � � � � ( a) IHB法取 1 个谐波项 � � � � � � � � � � � � ( b) IHB法取 3 个谐波项

图 3 � Q = 7时俯仰方向的相图( * * * * * IHB 法, - - - - RK 法结果)

图4则是 Q = 7时 �、h两个方向的时间历程图�� 实线是 IHB法结果,虚线是 RK法结果��

从图中可见,振动稳定时两种方法的计算结果几乎是重合的��

4 � 结 � � 语

增量谐波平衡法能有效地求解两个方向具有强非线性的颤振问题,分析极限环、分岔等非

线性现象,与数值方法所得结果一致,有较高的精度�� 由于增量谐波平衡法是一种半数值半解
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� � � � � � � ( a) �的时间历程 � � � � � � � � � � � � � � � ( b) h 的时间历程

图 4 � Q = 7 时 �和h 的时间历程( � � � IHB法, - - - - RK法结果)

析方法,结果有直观的表达式, 这既明晰了参数的物理意义,也易分析参数变化对系统振动特

性的影响�� 值得注意的是,谐波项数的多少会影响解的精度�� 对于复杂的强非线性颤振问题,

增量谐波平衡法的成功推广应用, 不仅具有很高的理论价值,在颤振工程设计中也具有广阔的

应用前景��
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Incremental Harmonic Balance Method for Airfoil Flutter

With Multiple Strong Nonlinearities

CAI Ming1, � LIU Ji_ke2, � LI Jun1

( 1. School of Engineer in g , Zhongshan Univer sity , Guan gzhou 510275, P . R . Chin a ;

2. Depar tm ent of Appli ed Mechanics and Engin eer in g , Zhon gshan Un iver sity ,

Guangzhou 510275, P . R . China )

Abstract: The incremental harmonic balance method was extended to analyze the flutter of systems

with multiple structural strong nonlinearities. The strongly nonlinear cubic plunging and pitching stiff-

ness terms were considered in the flutter equations of two_dimensional airfoil. First, the equations

were transferred into matrix form, then the vibration process was divided into the persistent incre-

mental processes of vibration moments. And the expression of their solutions could be obtained by us-

ing a certain amplitude as control parameter in the harmonic balance process, and then the bifurca-

tion, limit cycle flutter phenomena and the number of harmonic terms were analyzed. Finally, numer-

ical results calculated by the Runge_Kutta method were given to verify the results obtained by the pro-

posed procedure. It has been shown that the incremental harmonic method is effective and precise in

the analysis of strongly nonlinear flutter with multiple structural nonlinearities.

Key words: strongly nonlinear flutter; incremental harmonic balance method; bifurcation; limit cycle
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