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基于参数变分原理的非均质材料弹塑性
有限元分析的 Voronoi单元法
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摘要:  在非均质材料的有限元数值模拟中, 采用了 Voronoi单元 ( VCFEM)以克服经典位移元的局

限性# 基于参数变分原理和二次规划法进行了 Voronoi单元的二维弹塑性分析# 推导了有限元列

式并形成最终的二次规划求解模型# 研究了非均质材料微观夹杂对整体力学性能的影响# 数值

算例证明了该方法的正确和可行性# 
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引   言

随着聚合物、陶瓷和金属基复合材料等一系列新材料在航空、汽车和核处理方面的广泛应

用,研究它们的力学性能和失效机理变得非常必要# 不同的实验和数值模拟显示,多相材料整

体力学行为很大程度上受微观结构影响, 尤其是在其非均匀变形时# 例如, Brockenbrough等

人[ 1]模拟了任意夹杂分布的不连续强化材料# Christman等人[ 2]的研究表明聚合体能降低复合

材料的流动应力和应变强化# 

过去的几十年内,在微观力学框架下建立了许多解析模型以描述小变形弹塑性情况下非

均质材料的有效力学性能# 大致可以分为以下几类:基于变分原理的方法[ 3] ,基于统计学的方

法[ 4]以及自适应方法[ 5, 6]等# 上述方法适用于夹杂所占基体体积分数比较小且相对简单的几

何构件# 为了克服这一局限性, Christman和 Bao 等人引入单胞模型[ 2, 7] ,即用单胞将非均质微

结构中的代表体单元(RVE)离散# 但是, 这一模型假定材料由周期性微结构 RVE构成,同时

假定非均质单胞在微结构中均匀分布(局部周期性假定)# 由于实际的非均质材料通常具有任

意的夹杂相,为了较好地摸拟非均质材料的力学性能, 单胞必须取得足够大, 这就导致了大量

的计算时间,从而使计算效率降低# 

Ghosh等人
[ 8]
提出了以Voronoi单胞有限元法来描述非均质材料的力学性能,如图 1所示# 
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图 1  Voronoi单元及其边界

对于任意形状的 n 边 Voronoi单元, 当 n > 4时,

传统有限元方法不能唯一地确定插值多项式的系

数,不能保证单元间的位移协调性,同时得到的单

元刚度矩阵也可能出现病态# 这一问题可以通过

采用 Pian的杂交混合元思想
[ 9]
得到很好解决# 

在前期的工作基础上, Zhang 和 Katsube
[ 10, 11]

分析

了任意分布非均质材料的力学性能# Ghosh 和

Moorthy[ 12]分析了圆形和椭圆形夹杂的非均质材

料的弹塑性特性# Ghosh等人结合均匀化思想,对

非均质材料进行了多尺度分析[ 13]# 同时, Grujicic

和Zhang[ 14]将该方法嵌入到大型商业软件ABAQUS中进行功能梯度材料的有效弹性性质预测# 

作为最新发展, 该方法被应用到裂纹、孔隙和复合材料破坏的分析和模拟中
[ 15, 16]# 

本文工作的目的是构造基于参数变分原理的 Voronoi弹塑性单元,用于发展对非均质多边

形微结构材料进行弹塑性分析的新模型和计算方法# 参数变分原理和二次规划法由钟万勰提

出[ 17, 18] , 方法的基本原理是采用优化系统控制理论来解决连续力学中的边值问题# 通过引入

数学规划算法, 参数变分原理避免了迭代过程[ 19, 20]# 对于弹塑性分析, 该方法避免了 Drucker

假定的限制# 同样该方法还可以应用到非关联塑性本构模型, 非法向流动和应变软化问题

中[ 21]# 本文推导并给出了 Voronoi单元有限元列式, 最后的求解问题化为二次规划模型# 研

究工作进行了算法的程序实现,并以此为基础研究了非均质材料微结构夹杂对整体力学性能

的影响# 

1  基于参数余能原理的 Voronoi单元

对于各向同性均质材料, 参数余能泛函可表述为

  0e
8 = Q8

1
2
Rij S ijkl Rkld 8 + Q8

Rij QijAKAd 8 - Q5 8
T i�u ids , QijA =

5gA

5Rij , ( 1)

其中, 8 为单元的积分域, Rij 为 8 中应力, �u i、T i为边界上的已知位移和外部边界力, S ijkl 为本

构矩阵# 单元平衡方程可写为

  Rij , j + bi = 0, ( 2)

bi 为单元体力# 在 Pian的杂交元方法中, 应力只要在域内满足平衡条件,在边界上满足力的

边界条件

  Rij nj = Ti , ( 3)

nj 为垂直于边界的外法向单位向量# 

在杂交元方法中,单元内平衡应力可以定义为

  R = PB# ( 4)

对于二维平面应力问题, R = Rx  Ry  Sxy
T
, B是一具有m 个待定应力系数的向量, B=

B1  B2  ,  Bm
T
, P是一3 @ m关于坐标x、y 的多项式矩阵, 在平面问题中应力积分通常采

用Airy应力函数# 例如,在没有体力时,应力可由三阶 Airy 应力函数表示为

  

Rx

Ry

Sxy

=

1 y 0 0 0 x 0

0 0 1 x 0 0 y

0 0 0 0 1 - y - x

B1

s

B7

= P7B# ( 5)
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在上述应力多项式中, B具有7个未知数# 为了保证单元刚度矩阵的非奇异性,应满足下

式: m \2 @ n - 1# 其中, m是向量B中系数个数; n是单元节点个数; l是刚体自由度,对于二

维问题, l = 3# 因此, 等式(5) 可用于节点数不超过5的单元# 对于更多节点的单元,有必要

增加 B中系数的个数以保证单元刚度矩阵的非奇异性# 当 5 [ n [ 7时, B中系数的个数应

大于等于 12,对应的 P 矩阵可写为

  P12 =

 y
2 0 x

2
xy 0

P7 0 x
2

y
2

0 xy

 0 0 - 2xy - y
2
/ 2 - x

2
/ 2

# ( 6)

在此文中, 为了保证刚度矩阵的完备性, 我们所取的应力函数阵 P 都是完备的# 

由式( 3)、( 4) , 单元边界外力 T 同样可由应力系数表示为

  T = nPB= RB# ( 7)

边界上位移 u 可通过节点位移线性插值得到

  u = Lq, ( 8)

其中, q 为节点位移# 单元位移插值矩阵 L是边界坐标的函数

  L =
1- $i 0 $i 0

0 1 - $i 0 $i
, ( 9)

其中, $i = a/ li , l i为第 i 条边的长度, a 为边界上点到节点 i 的距离# 
将式( 3) ~ ( 9)代入参数余能原理可得

  0e
8 =

1
2
BTHB+ BTAK- BTGq, ( 10)

其中   H = Q8
P

T
SPd 8 , A = Q8

P
T
Qd 8 , G = Q5 8

R
T
Lds# 

求 0e
8 关于应力系数的变分得

  HB+ AK= Gq, ( 11)

因此, B可表示为

  B= H
- 1

( Gq - AK)# ( 12)

2  弹塑性控制方程的推导

经典弹塑性控制方程可用增量形式表述为:

平衡方程

  dRij , j + dbi = 0; ( 13)

协调方程

  dEij =
1
2

(du i, j + duj , i ) ; ( 14)

本构方程

弹性本构

  dRij = D ijkl (dEkl - dE
p
kl ) , ( 15)

屈服函数

  f A( Rij , E
p
ij , J) [ 0,   A= 1, 2, ,, m, ( 16)

流动法则

  dE
p
kl =

5gA
5Rkl

KA, KA
\ 0,   f A = 0,

= 0,   f A < 0;
( 17)
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边界条件

  njdRij = d�T i ,   Sp 上, ( 18)

  dui = d�u i ,    Su 上# ( 19)

本构方程中屈服函数 f A( Rij , E
p
ij , J) 可通过Taylor展开,转换为如下形式

  f A = f
0
A + NAdR+ MAK [ 0,   A= 1, 2, ,, m , ( 20)

其中   NA =
5fA
5R

T

, MA =
5f A

5Ep
T 5g
5 R

T

+
5f A
5Jh

T
,

K= [ K1, K2, ,, Km ]
T为流动因子, f

0
A为屈服函数初始值, m 表示本构关系中的屈服面个数(通

常可以假定只有一种屈服面存在) , g 是流动势函数, h 为强化模量# 

对于弹塑性问题,应变增量可以分解为弹性部分和塑性部分

  dEij = dEeij + dEpij# ( 21)

对于允许的位移/应变增量,系统的总势能可写为

  0 = Q8

1
2
du i, j Dijklduk , ld 8 - Q8

KARklAduk , ld 8 - Q8
d bidu id 8 - Q5 8

d�T iduids , ( 22)

其中   RklA =
5 gA
5Rij

Dijkl# 

将等式( 4)、( 12)和( 21)代入上述系统势能泛函表达式( 22)可得

  0 = 01( R, K) + 0 0( K) - Q8
b
T
ud 8 - Q5 8

�TT
uds , ( 23)

其中

  01( R, K) =
1
2
q
T Q8

G
T
H

- T
P

T
D

- T
PH

- 1
Gd 8 q -

    q
T Q8

( G
T
H

- T
P

T
D

- 1
PH

- 1
A)d 8 K,

  00( K) =
1
2
KT Q8

A
T
H

- T
P
T
D

- T
PH

- 1
Ad 8 + Q8

A
T
H

- T
P
T
Qd 8 -

    Q8
Q

T
PH

- 1
Ad 8 - Q8

Q
T
DQd 8 K# 

由于控制变量 K不参加变分, 所以 00( K) 在变分中可忽略# 而 01( R, K) 可继续化简如下

  01( R, K) =
1
2
q
T
K eq - q

T 5 eK, ( 24)

其中   K e = G
T
H

- T
G, 5 e = G

T
H

- T
A# 

不考虑体力作用,载荷积分式可写为

  Q5 8
�T

T
uds = Pcq, Pc = Q5 8

�T
T
Lds# ( 25)

将等式( 4)和( 12)代入约束方程等效积分弱形式得到

  Q8
(f

0
+ NR+ MK)d 8 = C eq - UeK- d, ( 26)

其中   C e = Q8
NPH

- 1
Gd 8, Ue = Q8

( NPH
- 1
A - M)d 8, d = - Q8

f
0
d 8# 

当采用关联塑性流动准则时, N = Q ,可得

  5
T
e = Ce# ( 27)

上述势能泛函变分和约束方程等效积分弱形式可合写为

  K eq - K5 e- Pc= 0, ( 28)
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Ceq - UeK- d + v = 0,

v
TK= 0,   v \ 0, K\ 0# 

( 29)

上述算法已经在通用有限元分析与优化设计软件 JIFEX程序中实现# 

3  数 值算 例

根据前述基于参数变分原理的 Voronoi单元法进行程序编制,将算例结果与位移元结果和

ANSYS结果进行比较以验证本文方法的正确性# 除非特别指出, 下面算例中材料的弹性模量

取为 E = 1. 0 @ 105N/mm2
, Poisson比 L= 0. 3,初始屈服应力 Rs = 5. 0N/mm2

,采用线性强化

准则,强化模量为 h = 5. 0 @ 104 N/ mm2
, 本文采用 Mises屈服准则# 

图 2  受均布载荷的平面应力问题

算例 1  考虑一个顶端受均布拉力 q = 10. 0N/ mm2的

二维平板( 10 mm@ 10mm)的平面应力问题# 固定板左下端

点,限制板下端的 y 向位移,如图 2所示# 分别采用规则四

边形单元( 100个单元)和 Voronoi单元(分别为 17和 499个

单元)对结构进行剖分,对应的网格如图 3所示# 采用经典

四边形等参元和 Voronoi元进行计算# 

图 4给出了由不同网格剖分计算所得的单向拉力作用

下的平均应力应变曲线, 从中可以看出所有曲线都与解析

解相同# 

算例 2  考虑一个 20 mm @ 20 mm的平板, 中心有一个

半径 R = 3. 0 mm的开孔# 在上下两端施加一均布拉力 q

 ( a) 100 个规则四边形      ( b) 17个 Voronoi单元      ( c) 499 个 Voronoi单元

图 3  不同单元剖分结构对应的网格

= 10. 0 N/mm
2
, 如图 5所示# 由于对称性, 取四分之一进行分析# 采用Voronoi单元对结构进

行剖分,单元数为 123# 同时采用 ANSYS对本算例进行计算,单元数为 566# 对应的网格如图

6( a)和 6( b)所示# 

计算结果显示初始屈服都发生在底端最左节点# 图7给出了最终所获得的板上端 y 向位

移比较# 从中可以看出, 采用 Voronoi单元和ANSYS计算结果基本一致# 

算例 3  为了验证本文中Voronoi单元的适用性,对一含夹杂非均质材料在单向受拉情况

下的弹塑性力学性能进行预测# 材料几何尺寸及边界约束如图 8所示# 由于材料的各向异

性,分别在竖向和横向两个方向上施加载荷及约束# 采用任意多边形网格剖分, 如图 9( a)所

示# 夹杂材料弹性模量和 Poisson比取为 Ec = 2. 0 @ 105 N/ mm2
, Lc = 0. 3,屈服应力为 Rsc =

10. 0 N/mm2# 采用Mises屈服准则和线性强化本构模型,强化模量为 hc = 10 @ 105 N/ mm2# 
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考虑夹杂体积分数为 5%、10%、15%和 20% 4种情况下的应力应变关系# 为便于比较,将本

算例中所用Voronoi网格用 ANSYS进行细剖计算# 对应网格如图 9( b)所示# 

图 4 受均布载荷平板的平均应力应变关系曲线

( a) Voronoi单元       ( b) 四边形和三角形网格

图 5  中心带孔板受均匀拉力载荷        图 6 采用不同单元剖分网格

图 7 板上端最终 y 向位移

图 10给出了竖向约束载荷时, 本文程序和 ANSYS对应不同体积分数的应力应变关系曲

线# 可以看出, 两者计算所得应力应变曲线相差很小, 非均质材料所表现出来的力学性能介

于基体材料和夹杂材料两者之间# 随着夹杂体积分数的增加,材料有效弹性模量向夹杂相靠

近# 图 11给出了横向约束载荷时, 由本文程序和ANSYS所获得的对应不同体积分数情况下

的应力应变关系曲线# 
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图 8 平板受均布载荷作用及边界条件

    ( a) Voronoi单元              ( b) 四边形和三角形网格

图 9  采用不同单元剖分的网格

图 10 竖向载荷作用下平板平均应力应变曲线

4  结   论

本文有新意的工作归纳如下:

1) 采用参数余能原理推导了Voronoi单元并通过其变分求得应力系数表达式;

2) 在余能原理公式的基础上结合参数最小势能原理, 推导了 Voronoi单元法弹塑性参数

二次规划算法公式;

3) 进行了程序编制和多个例题的计算# 
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图 11 横向载荷作用下平板平均应力应变曲线

通过一系列的算例计算表明,文中采用的方法能很好地进行结构与材料的弹塑性计算# 这

也是参数变分原理的另一应用,同时也为进一步对带夹杂的Voronoi元弹塑性计算打下基础# 
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Abstract: The Voronoi cell finite element method (VCFEM) is adopted to overcome the limitations of

the classic displacement based finite element method in numerical simulation of heterogeneous mater-i

als. The parametric variational principle and quadratic programming method were developed for elas-

tic_plastic Voronoi finite element analysis of two_dimensional problems. Finite element formulations

were derived and a standard quadratic programming model was deduced from the elastic_plastic equa-

tions. Influence of microscopic heterogeneities on the overall mechanical response of heterogeneous

materials is studied in detail. Numerical examples are presented to demonstrate the validity and effec-

tiveness of the method developed.

Key words: Voronoi finite element; parametric variational principle; quadratic programming method
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