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摘要:  通过谐波平衡法和数值积分法研究了杜芬方程的 1/ 3 纯亚谐解# 提出假设解, 找出了亚

谐频域,并对参数变化的过渡过程的敏感性和初始值扰动的过渡过程进行了研究# 考察了亚谐响

应幅值系数对阻尼的敏感性及亚谐振动谐波成分的渐近稳态性# 此外, 运用广义分形理论对杜芬

方程纯亚谐解过渡过程进行了分析# 分析表明,广义维数的敏感维数能清楚地描述杜芬方程纯亚

谐解过渡过程特征;并对改变初始扰动、阻尼系数、激励幅值情况下,其两个不同频域的杜芬方程

纯亚谐解过渡过程的不同分形特性显现出敏感性# 
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引   言

在动力学系统的建模中, 很多非线性动力学系统的控制方程都可简化带有简谐激励的杜

芬方程# 对此非线性方程难于给出纯分析解,因此,找出适合的近似方法研究杜芬方程的 1/ 3

纯亚谐解的稳定性、吸引性,一直是非线性领域中所关注的问题# 

分形理论用于非线性动力系统研究已有不少实例, 常用的方法是计算振动波形的各种分

形维数, 用其作为特征参量对系统的振动特性进行定量刻画, 从而对系统的内在特性进行分

析# 本文在文献[ 1]的基础上,用广义分形理论进行定量刻画在一定参数条件下,有阻尼杜芬

方程的强迫振动解的过渡过程的稳定性及分形特征,这是对杜芬方程的非线性系统动力学特

性研究的新尝试# 

1  杜芬方程的纯亚谐解

对无阻尼的杜芬方程

1023

 应用数学和力学, 第 27卷 第 9 期
 2006 年 9月 15 日出版

                Applied Mathematics and Mechanics
   Vol. 27, No. 9, Sep. 15, 2006

 

X 收稿日期:  2005_04_05; 修订日期:  2006_04_13

基金项目 :  国家自然科学基金资助项目 ( 50275024) ; 国家外专局与德国巴登府德堡州合作项目

( 20020324)

作者简介:  徐玉秀( 1958) ) ,女, 山东省崂山人,教授, 博士 (联系人. Tel: + 86_22_24528673; E_mail: xuyu

@ tjpu. edu. cn)# 



  &x + X20x + hx
3
= gcos 8t , ( 1)

存在着一个1/ 3纯亚谐解

  x ( t ) = Acos( 8/ 3) t# ( 2)

式( 2)中的参数必须满足下列条件

  A =
3
4g / h, 8 = 3 X20+ 3hA 2

/ 4, ( 3)

对给定的系统参数 X0 = 1, h = 1, g = 2,由式(3) 可得: A = 2, 8 = 6# 

对于给定的初始值: X 0 = (A , 0)
T
= (2, 0)

T
, 通过数值积分计算纯亚谐解# 

2  用谐波平衡法分析和研究过渡过程

虽然,对于无阻尼的杜芬方程可给出一个解析解, 但实际系统总是有阻尼的# 因此, 引入

小阻尼 D

  &x + 2D#Ûx + X20#x + h#x 3
= g cos 8t , ( 4)

上述方程无分析解[ 2]# 由文献[ 1]可知:方程( 4)不仅有谐波解,还存在着纯亚谐解, 为此假设

解为

  x ( t ) = a1( t ) cosA+ b1( t ) sinA+ a1/ 3( t ) cosB+ b1/ 3( t ) sinB, ( 5)

其中 A= 8t , B= Ct , C= 8 / 3# 

将假设解( 5)代到方程( 4)后,就得到关于幅值参数的一个非线性微分方程组
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( 6)

要解这个微分方程组, 需 8 个初始值: a1(0) , b 1(0) , a1/ 3(0) , b1/ 3(0) , Ûa1(0) , Ûb 1(0) , Ûa1/ 3(0) ,

Ûb 1/ 3(0)# 对仅有的两个初始值,即:初始位移 x (0) = x 0和初始速度 Ûx (0) = Ûx 0, 把它们代入假

设解中,导出寻找8个初值的两个条件方程# 采用文献[ 2]的迭代法,确定其余的初始值# 用

如此确定的初始值, 对方程组( 6)积分,从而得到幅值系数曲线及其解响应# 
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3  研究 8 = 6, 8 = 3. 2的过渡过程

由文献[ 1]可知, 在纯亚谐解附近,用谐波平衡法对所选取的假设解仅对 8 > 3. 2才有意

义# 

3. 1  8 = 6. 0纯亚谐响应区域的过渡过程

首先考察阻尼参数和激力幅对幅值系数的影响# 在改变阻尼参数时, 幅值在稳定值附近

产生一个振荡的振动(图略)# 在改变激力幅( g 分别等于3和 6)时,对于较大的激力幅, 幅值

系数在较短的时间内达到其稳态值# 然后考察了初始条件的小扰动情况, 其幅值系数也能较

快的达到稳态值(见图 1)# 

       ( a)              ( b)              ( c)

图 1 8 = 6. 0, D= 0. 01, g = 2的诸谐波时间历程

3. 2  8 = 3. 2纯亚谐响应区域的过渡过程

由文献[ 1]的研究可知,稳态解包含 8 = 3. 2的主谐波,对于 8 = 3. 2及改变阻尼参数下

的过渡特性如图 2所示# 主谐波幅值 a1, b 1不依赖于阻尼保持常数,仅亚谐波幅值 a1/ 3, b1/ 3

的曲线产生振荡# 且亚谐幅值 a1/ 3, b 1/ 3在较大激振力幅的扰动下, 经过较长时间才达到稳态

值# 图 3表示了激力幅值 g = 3的幅值参数的振动# 

         ( a)                      ( b)

图 2  8 = 3. 2,D = 0. 001, g = 2 的诸谐波分量的时间历程

3. 3  谐波分量空间的考察

通过式( 6)中的谐波分量 a1, b1, a1/ 3, b1/ 3 可展开一个四维空间# 系统的过渡过程作为轨

迹在这个参数空间中进行描述,见图4、图5# 谐波系数 a1, b1既使在参数改变的干扰下,过渡

过程的波动仍很小, 亚谐波系数 a1/ 3, b1/ 3, 其轨迹汇集到一个奇点, 这个奇点是一个渐近稳定

的焦点,表征了亚谐振动的稳态解# 

4  杜芬方程纯亚谐解过渡过程的分形特征

4. 1  广义分形的计算方法与敏感维数定义

描述多重分形的一种方法是广义维数方法, 对于任意给定的 q, 其广义维数的 General信
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         ( a)                   ( b)

图 3  8 = 3. 2, D= 0. 01, g = 3 的诸谐波分量的时间历程

   图 4 8 = 3. 2, D= 0. 01及扰动下     图 5 8 = 6. 0, D= 0. 01及扰动下

的谐波过渡程 的谐波过渡程   

息熵的表达式为
[ 3]

  Kq ( E) = lg 6
N

i= 1
( P i )

q
(1 - q ) , ( 7)

从而广义维数定义为

  D q = - lim
Ey 0

lgKq ( E) / lgE# ( 8)

由于具有不同标度指数的子集可通过 q 的改变进行区分# 由此说明广义维数 Dq包含了自相

似分形理论涉及的大部分分形维数# 

敏感维数定义:对于不同 q值的广义维数序列Dq , 总能找到某个 q值所对应的广义维数距

离最大的 D q (或广义维数曲线的极大值)即为敏感维数# 

  表 1  8 = 6. 0扰动下稳态解的敏感维数

扰动条件 敏感维数

初始扰动 0. 817 7

增大初始扰动 0. 817 7

减小阻尼系数 0. 817 7

增大激励幅值 0. 817 7

减小激励幅值 0. 817 7

  表 2  8 = 3. 2扰动下稳态解的敏感维数

扰动条件 敏感维数

初始扰动 0. 805 2

增大初始扰动 0. 817 7

减小阻尼系数 0. 811 0

增大激励幅值 0. 798 6

减小激励幅值 0. 786 2

4. 2  杜芬方程纯亚谐解过渡过程的广义分形特征分析

对杜芬方程纯亚谐解过渡过程进行广义分形计算,分别得到 8 = 6. 0, 8 = 3. 2, D= 0. 01

的广义维数谱, 如图 6、图 7所示# 从图中曲线的峰值点可确定其对应的敏感维数分别为

01817 7; 0. 805 2# 对改变初始扰动、阻尼系数、激励幅值等解的过渡过程进行广义分形计算,
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计算结果如表 1,表 2所示# 

从上面的计算结果可知,对于 8 = 6. 0,扰动稳态解的敏感维数比 8 = 3. 2的扰动稳态解

的敏感维数略大;其纯亚谐响应在改变初始扰动、阻尼系数、激励幅值的情况下,其过渡过程的

敏感维数保持不变# 对于 8 = 3. 2, 纯亚谐响应随着初始扰动、阻尼系数、激励幅值的改变,

其过渡过程的敏感维数随之改变; 敏感维数随初始扰动增大而增大;随阻尼系数的减小而增

大;但不管增大激励幅值还是减小激励幅值敏感维数都减小# 从而描述了上述两个不同频域

的杜芬方程纯亚谐解过渡过程的不同特性,这与第 3节中讨论的过渡过程特性比较一致# 

由此可见, 广义维数的敏感维数能清楚地描述杜芬方程纯亚谐解在改变初始扰动、阻尼系

数、激励幅值情况下的过渡特性# 

   图 6  8 = 6. 0 扰动下稳态解         图 7  8 = 3. 2 扰动下稳态解

的广义分形谱图 的广义分形谱图

5  结   论

1) 杜芬方程的 1/ 3纯亚谐振动可用解假设式( 5)描述, 在小扰动范围内,假设解式( 5)可

成功地近似于真实的 1/ 3亚谐解# 

2) 在 D= 0. 01及小初始扰动的情况下,由参数 a1/ 3, b1/ 3 表示的轨迹趋于渐近稳定的焦

点,表征了亚谐振动的渐近稳定性# 亚谐响应幅值系数 a1/ 3, b1/ 3对阻尼的改变很敏感# 

3) 广义维数的敏感维数能清楚地描述杜芬方程纯亚谐解过渡过程特性,对改变初始扰

动、阻尼系数、激励幅值情况下的两个不同频域的过渡过程的不同分形特性显现出敏感性# 
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Abstract: The 1/ 3 sub_harmonic solution for the Duffing. s with damping equation was investigated by

using the methods of harmonic balance and numerical integration. The assumed solution was intro-

duced, and the domain of sub_harmonic frequencies was found. The asymptotical stability of the sub-

harmonic resonances and the sensitivity of the amplitude responses to the variation of damping coeff-i

cient were examined. Then, the subharmonic resonances were analyzed by using the techniques from

the general fractal theory. The analysis indicates that the sensitive dimensions of the system time_field

responses show sensitivity to the conditions of changed initial perturbation, changed damping coeff-i

cient or the amplitude of excitation, thus the sensitive dimension can clearly describe the characteris-

tic of the transient process of the subharmonic resonances.

Key words: Duffing. s equation; subharmonic; transient process; fractal characteristic; sensitive d-i

mension
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