
文章编号: 1000_0887(2004) 06_0572_09

Banach空间中的多值拟变分包含
X

张石生
1, 2

( 1. 宜宾学院 数学系,四川 宜宾 644007;

2.四川大学 数学系, 成都 610064)

(我刊编委张石生来稿)

摘要:  引入和研究了 Banach 空间中的多值拟变分包含问题# 借助预解算子技巧, 建立了某些解

的存在性定理及解的迭代逼近# 文中所给出的结果改进和推广了许多人的最新结果# 
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引   言

近年来,在[ 1~ 4]中 Noor 引入和研究了Hilbert空间H 中的下面一类变分包含问题:

设 C (H ) 是H 中一切非空的紧子集的族# 设 T, V : H y C(H ) 是二多值映象, g :H y H

是一单值映象# 设 A(#, #) : H @ H y H 关于第一变量是一极大单调映象# 对给定的非线性

映象 N (#, #) :H @ H y H ,考虑如下的问题:求 u I H , w I T ( u) , y I V( u) 使得

  H I N (w , y ) + A( g( u ) , u)# ( 1)

上述问题称为多值拟变分包含# 利用预解算子技巧,某些解的存在性定理及解的迭代逼近在

[ 1~ 4]中被建立# 

受Noor 上述工作的启发,本文的目的是在 Banach 空间的框架下并在不具紧性的条件下,

引入和研究一类更为一般的多值拟变分包含# 借助预解算子方程技巧, 在本文中建立了 Ba-

nach空间中多值变分包含与预解算子方程的等价性, 并对该类多值变分包含得出某些新的解

的存在性定理和迭代逼近定理# 本文结果推广、改进和统一了 Noor 的[ 1~ 4] , Chang, Kim 和

Cho 的[ 5~ 7]中相应的结果# 

1  预 备知 识

本文中处处假设 E 是一实 Banach空间, E * 是 E 的拓扑对偶空间, CB (E ) 是 E 的一切非

空有界闭子集的族, D(#, #) 是 CB ( E) 上的由下式定义的Hausdorff度量:

  D (A, B ) = max sup
x I A

d( x , B) , sup
y I B

d ( A , y ) ,   A, B I CB( E )# 

又3#, #4表 E与E
*
间的对偶对, D ( T) 和 R (T) 表T 的定义域和值域,而 J : E y 2

E*

是由下式
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定义的正规对偶映象:

  J ( x ) = f I E
*
: 3x , f 4= +x +# +f + , +f + = +x + ,   x I E# 

定义 1. 1  设 A: D(A ) < E y 2E 是一集值映象# 

1) 映象A 称为增生的,如果对任意的 x , y I D( A) , u I Ax , v I Ay ,存在 j ( x - y ) I J ( x

- y ) 使得

  3u - v, j ( x - y )4 \ 0# 

2) 映象 A 称为m_增生的,如果 A 是增生的而且( I + QA) (D( A) ) = E ,对每一 Q> 0(等

价于对某一 Q> 0) ,其中 I 是一恒等映象# (等价于如果 A 是增生的而且( I + A ) (D (A) ) =

E# )

注 1. 1 如果 E = E* = H 是一Hilbert空间,则增生映象的概念与单调映象的概念重合[ 8] , 于是得知下

面的结论成立:

命题 1. 1( Barbu[ 8, p. 74] )  设 E = H 是一Hilbert空间,则 A: D(A ) < H y 2H 是一m_增

生映象,当而且仅当 A : D (A) < H y 2H 是一极大单调映象# 

问题 1. 1  设 E 是一实 Banach空间, T , V, Z : E y CB( E ) 是 3个集值映象, g: E y E 是

一单值的满映象# 设 A: E @ E y 2
E
是一集值映象其关于第一变量是m_增生的# 对给定的

非线性映象N (#, #) : E @ E y E, 现考虑问题:求 u I E, w I T ( u) , y I V( u) , z I Z( u ) 使

得

  H I N (w , y ) + A( g( u ) , z )# ( 2)

问题( 2)称为 Banach空间中的多值拟变分包含# 

下面我们给出问题( 2)的某些特殊情形:

1) 如果 A( g( u) , v ) = A( g ( u) ) , Pv I E ,则问题(2) 等价于求 u I E, w I T ( u) , y I
V( u) 使得

  H I N (w , y ) + A( g( u ) )# ( 3)

这一问题在Chang 等的[ 5~ 7]中讨论过# 

2) 如果 E = H 是一Hilbert空间, A : H @ H y H 关于第一变量是一极大单调映象,且 Z =

I ( I 是恒等映象)# 于是由命题 1. 1, A 关于第一变量是m_增生的# 故问题(2) 等价于求 u I

H , w I T ( u) , y I V( u) 使得

  H I N (w , y ) + A( g( u ) , u)# ( 4)

这一问题称为多值拟变分包含,最先在Noor的[ 1~ 4]中引入并用预解算子技巧加以研究# 

3) 如果 E = H 是一Hilbert空间, A (#, u ) = 5 U(#, u) : H @ H y H (其中5U(#, u) 为关

于第一变量是真、凸、下半连续泛函 U(#, u) : H y R G + ] 的次微分) ,则问题(4) 等价于求

u I H , w I T( u ) , y I V( u) 使得

  3N (w , y ) , g( v) - g ( u)4+ U( g( v) , u) - U( g ( u) , u ) \0,   Pv I H# ( 5)

这一问题称为集值的混合拟变分不等式(见, Noor[ 1, 2] )# 

4) 如果 U(#, #) 是Hilbert空间 H 中的具闭凸值集K ( u) 的指示函数,即:

  U( u, u) = IK( u) ( u) =
0,    如果 u I K ( u) ,

+ ] ,   否则,
则问题( 4)等价于求 u I H , w I T ( u) , y I V( u) , g ( u) I K ( u) 使得

  3N (w , y ) , g( v) - g ( u)4 \ 0,   Pv I K ( u)# ( 6)
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这一问题在Noor 的[ 1, 2]中考虑过, 采用的方法是投影及隐Wiener_Hopf方程技巧# 

5) 如果K
*
( u) = x I H , 3x , v4 \ 0, Pv I K ( u) 是H 中具凸值锥K ( u ) 的极锥,则

问题(6) 等价于求 u I H , w I T ( u) , y I V( u) 使得

  g( u) I K ( u ) , N (w , y ) I K
*
( u) , 3N( w , y ) , g ( u)4= 0# ( 7)

这一问题称为多值隐补问题(见, Noor[ 1, 2] )# 

综合上面的讨论表明:适当选择映象 T、V、Z、A、g、N 及空间E , 由( 2)可以得到许多已知

的及一些新型的变分不等式、变分包含及相应的最优化问题# 

现在我们考察与多值拟变分包含( 2)相关的预解算子方程# 为此我们先给出某些概念和

符号# 

定义 1. 2[ 8]  设 A : D( A) < E y 2E 是一m_增生映象# 对任给的 Q> 0, 映象 JA : E y

D(A ) :

  JA ( u) = ( I + QA) - 1
( u ) ,   u I E

称为 A 的预解算子# 

注 1. 2 Barbu[ 8, p. 72]指出: 如果 A 是增生映象, 则对每一 Q> 0,算子( I + QA ) - 1在值域 R( I + QA ) 上是适

定的、单值的非扩张映象, 即

  + JA ( x ) - J A( y ) + [ + x - y + ,   P x , y I R( I + QA )# 

由注 1. 2有下面的结果# 

命题 1. 2  设 A(#, #) : E @ E y 2E关于第一变量是一m_增生映象# 对给定的常数 Q>

0, 记

  JA (#, z ) = ( I + QA(#, z ) )- 1
,   z I E# 

则对任意给定的 z I E ,预解算子 JA(#, z ) 是适定的单值的非扩张映象,即

  +JA (#, z ) ( x ) - JA (#, z ) ( y ) + [ +x - y +,   Px , y I E# 

定义 1. 3  设 T, V : E y 2E 是两个集值映象, N (#, #) : E @ E y E 是一非线性映象# 

1) 映象 x |y N( x , y ) 称为关于映象T 是B_Lipschitz连续的,如果对任意的 x 1, x 2 I E , w 1

I Tx1, w2 I Tx2 有

  +N (w 1, y ) - N( w2, y ) + [ B+x 1- x 2 +,   y I E ,

其中 B> 0是一常数# 

2) 映象 y | y N ( x , y ) 称为关于映象 V是C_Lipschitz连续的,如果对任意的 u1, u2 I E, v1

I V( u1) , v2 I V( u2) ,

  +N ( x , v 1) - N ( x , v2) + [ C+u1- u2 +,   x I E,

其中 C> 0是一常数# 

定义 1. 4  设 T : E y CB ( E) 是一集值映象, D (#, #) 是 CB( E ) 上的Hausdorff度量# T

称为 N_Lipschitz连续的,如果对任意的 x , y I E

  D (Tx , Ty ) [ N+x - y +,

其中 N> 0是一常数# 

与 Barach空间中的多值拟变分包含( 2)相关的, 我们来考虑下面的问题:

求 u , x I E , w I T ( u) , y I V( u) , z I Z ( u) 使得

  N (w , y ) + Q- 1
FA (# , z ) ( x ) = 0, ( 8)
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其中 Q> 0是一常数, FA (#, z ) = ( I - JA (#, z ) ) , 其中 I 是恒等映象, JA (#, z ) 是A (#, z ) 的预解算

子# (8) 型的方程称为 Banach空间中的隐预解算子方程# 当 E = H 是一Hilbert空间且 Z =

I 时,则问题( 8)在Noor的[ 1~ 4, 9]中被引入和研究# 

下面的两个引理在证明本文主要结果时起到重要的作用# 

引理 1. 1
[ 10]  设 E 是一实 Banach空间, J : E y 2

E*

是正规对偶映象,则对任意的 x , y I

E

  +x + y +2 [ +x +2
+ 23y , j ( x + y )4,   Pj ( x + y ) I J ( x + y )# 

引理 1. 2  下面的结论等价:

( � ) ( u , w , y , z ) , 其中 u I E, w I T ( u) , y I V( u ) , z I Z( u ) , 是多值拟变分包含( 2)

的解;

( � ) ( u, w , y , z ) ,其中 u I E , w I T( u) , y I V( u ) , z I Z( u ) , 是下面方程的解:

  g( u) = JA (#, z ) ( g( u ) - QN (w , y ) ) ; ( 9)

( � ) ( x , u, w , y , z ) ,其中 x , u I E , w I T( u ) , y I V( u) , z I Z( u) , 是预解算子方程

( 8)的解,其中

  
x = g( u ) - QN (w , y ) ,

g( u ) = JA(#, z ) ( x )# 
( 10)

为了求解多值拟变分包含( 2) ,借助引理 1. 2及( 3)我们提出下面的算法# 

算法( Ñ)  对任给的 x 0, u0 I E , w 0 I T ( u0) , y 0 I V( u0) , z0 I Z( u0) , 由( 10)令

  x 1 = g ( u0) - QN (w 0, y 0)# 

因 g 是满射的,故存在 u1 I E , 使得

  g( u1) = JA (# , z
0
) ( x 1)# 

因 w 0 I T( u0) , y 0 I V( u0) , z0 I Z ( u0) ,由Nadler定理[ 11]
,存在w 1 I Tu1, y 1 I V( u1) , z 1 I

Z ( u1) 使得

  +w0 - w 1 + [ (1+ 1) D( T ( u0) , T ( u1) ) ,

  +y 0- y 1 + [ (1+ 1)D ( V( u0) , V ( u1) ) ,

  +z 0- z 1+ [ (1+ 1)D( Z ( u0) , Z( u1) ) ,

其中 D 是CB ( E) 上的 Hausdorff度量# 令

  x 2 = g ( u1) - QN (w 1, y 1)# 

又由 g 的满射性,存在 u2 I E , 使得

  g( u2) = JA (# , z
1
) ( x 2)# 

又由Nadler 定理,存在 w2 I T( u2) , y 2 I V( u2) , z 2 I Z( u2) 使得

  +w1 - w 2 + [ 1+
1
2 D( T( u1) , T ( u2) ) ,

  +y 1- y 2 + [ 1+
1
2 D( V( u1) , V( u2) ) ,

  +z 1- z 2+ [ 1+
1
2 D( Z( u1) , Z ( u2) )# 

继续这一方法可得到序列 xn , un , wn , y n , z n 使得

( � ) wn I T ( un ) : +wn - wn+ 1 + [ 1+
1

n + 1 D (T( un) , T ( un+ 1) ) ; ( 11a)
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( � ) y n I V( un) : +yn - yn+ 1 + [ 1 +
1

n + 1
D ( V( un) , V( un+ 1) ) ; ( 11b)

( � ) z n I Z( un ) : +zn - z n+ 1+ [ 1+
1

n + 1
D( Z( un) , Z ( un+ 1) ) ; ( 11c)

( � ) x n+ 1 = g( un) - QN (wn , yn ) ; ( 11d)

( � ) g( un+ 1) = JA (#, z
n
) ( x n+ 1) ; ( 11e)

对所有的 n \ 0# 

如果 E = H 是一Hilbert空间, A (#, z ) = 5 U(#, z ) ,其中 U(#, z ) 是H 的闭凸子集K 的指

示函数,则 JA (#, z ) = PK ( z ) (H 到K 的投影)# 则算法( Ñ )就归结为下面的算法:

算法( Ò)  对任意给定的 x 0, u0 I E , w 0 I T( u0) , y 0 I V( u0) , z0 I Z ( u0) , 计算序列

x n , un , wn , yn , z n 使得

( � ) w n I T( un) : +wn - wn+ 1 + [ 1+ 1
n + 1

D (T( un) , T ( un+ 1) ) ; ( 12a)

( � ) y n I V( un) : +yn - yn+ 1 + [ 1 +
1

n + 1
D ( V( un) , V( un+ 1) ) ; ( 12b)

( � ) z n I Z( un ) : +zn - z n+ 1+ [ 1+
1

n + 1
D( Z( un) , Z ( un+ 1) ) ; ( 12c)

( � ) x n+ 1 = g( un) - QN (wn , yn ) ; ( 12d)

( � ) g( un+ 1) = PK ( x n+ 1) ; ( 12e)

对一切 n \ 0# 

2  主 要结 果

定理 2. 1  设 E 是一实Banach空间, T , V, Z: E y CB (E ) 是 3个集值映象, N (#, #) : E @

E y E 是一单值的连续映象, g: E y E 是一单值的满映象, A (#, #) : E y 2
E
关于第一变量是

一 m_增生映象且满足下列条件:

( � ) g 是D_Lipschitz连续的且是 k_强增生的,其中 0 < k < 1;

( � ) T , V, Z : E y CB ( E) 分别是 L, N, G_Lipschitz连续的;

( � ) 映象 x |y N ( x , y ) 对任意给定的 y I E ,关于映象 T 是B_Lipschitz连续的;

( � ) 对任意给定的 x I E ,映象 y |y N ( x , y ) 关于映象 V 是C_Lipschitz连续的;

其中所有的 D, L, N, B, G, C都是正常数# 

如果下列的条件满足:

( a) +JA (# , x ) ( z ) - JA (#, y ) ( z ) + [ R+x - y + ,   Px , y , z I E , R > 0;

( b)

0 < Q<
3+ 2k - 4D2- 2R2G2

8( C2+ B2)
,

0 <
4D2+ 2R2G2+ 8Q2( C2+ B2) - 3

2
< k < 1;

则存在 x , u I E, w I T ( u) , y I V( u ) , z I Z( u) 满足预解算子方程(8) , 从而( u, w , y , z ) 是

多值变分包含(2) 的解, 而且由算法( Ñ) 所定义的序列 x n , un , wn , y n , z n 分别强

收敛于x , u, w , y , z# 

证  由条件( � ) , g是D_Lipschitz的,故由引理1. 1,对任意的 j ( un+ 1- un) I J ( un+ 1- un )

有

+un+ 1- un +2
=
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  +g ( un+ 1) - g ( un) - g ( un+ 1) + g( un) - un+ 1+ un +2 [

  +g ( un+ 1) - g ( un) +2
- 23g ( un+ 1) - g( un) + un+ 1- un, j ( un+ 1 - un)4 [

  +g ( un+ 1) - g ( un) +2
- 2(1+ k) + un+ 1- un +2# 

化简即得

  +un+ 1- un +2 [ 1
3 + 2k

+g ( un+ 1) - g( un) +2# ( 13)

由( 11)中的( � )和( � )有

  +g ( un+ 1) - g( un) +2
= +JA(#, z

n
) ( g( un) - QN( wn, yn ) ) -

    JA(#, z
n- 1

) ( g( un- 1) - QN (w n- 1, yn- 1) ) +2# 

因为下面的不等式总成立:

  +x + y +2 [ 2( +x +2
+ +y +2

) ,   Px , y I E ,

故由( 11)的( � )、( � )及条件( a)和条件( � ) ~ ( � )有

  1
2

+g( un+ 1) - g ( un ) +2 [ +JA (#, z
n
) ( g ( un ) - QN (w n, y n) ) -

    JA(#, z
n
) ( g( un- 1) - QN (wn- 1, yn- 1) ) +2

+

    +JA (#, z
n
) ( g ( un- 1) - QN( wn- 1, y n- 1) ) -

    JA(#, z
n- 1

) ( g( un- 1) - QN (w n- 1, yn- 1) ) +2 [

    +g ( un ) - g( un- 1) - Q(N (wn , y n) - N (w n- 1, yn- 1) ) +2
+

    R2 +zn - z n- 1 +2 [

    2D2+ un - un- 1 +2
+ 2Q2+N( wn, yn ) - N (wn- 1, y n- 1) +2

+

    R
2
1 +

1
n

2

D
2
( Z( un- 1) , Z ( un ) )# ( 14)

现在我们考察( 14)式右端第 2项# 由条件( � )和( � )有

  2Q2 +N (wn , y n) - N (w n- 1, yn- 1) +2 [

    2Q2 +N (w n, yn) - N( wn, yn- 1) + N (wn , y n- 1) - N( wn- 1, y n- 1) +2 [

    4Q2 +N( wn, yn ) - N (wn , yn- 1) +2
+

    +N( wn, yn- 1) - N (w n- 1, yn- 1) +2 [

    4Q2 C
2 +un - un- 1 +2

+ B
2 +un - un- 1+2

=

    4Q2 C2+ B2 +un - un- 1+2# ( 15)

下面考察( 14)的右端的第3项,由条件( � )有

  R2 1+ 1
n

2

D
2
( Z ( un- 1) , Z( un) ) [ R2 1 + 1

n

2

G2 +un- 1- un +2# ( 16)

代( 15)和( 16)于( 14)中有

  1
2

+g( un+ 1) - g ( un ) +2 [

    2D2+ 4Q2( C2 + B2) + R2 1 + 1
n

2

G2 +un- un- 1 +2# 

即

  +g ( un+ 1) - g( un) +2 [
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    4D2+ 8Q2( C2 + B2) + 2R2 1 +
1
n

2

G2 +un- un- 1 +2# ( 17)

把( 17)代入( 13)即得

  +un+ 1- un +2 [

    4D2+ 8Q2( C2+ B2) + 2R2(1+ 1/ n) 2G2

3 + 2k
+ un - un- 1 +2# ( 18)

令

  An =
4D2+ 8Q2( C2+ B2) + 2R2(1+ 1/ n) 2G2

3 + 2k
,

  A=
4D2+ 8Q2( C2+ B2) + 2R2G2

3+ 2k ,

于是有

  +un+ 1- un + [ An +un- un- 1 +# ( 19)

显然, An y A( n y ] )# 易知由条件(b) 可推出0< A< 1,故当 n充分大时就有0< An < 1# 

于是由(19) 知 un 是一Cauchy列# 设 un y u# 由条件( � ) , T , V , Z : E y CB ( E) 分别是 L,

N, G_Lipschitz连续的,故由(11) 式中的( � )、( � )、( � ) 知 wn 、y n 、 zn 也是 Cauchy 列# 

设 wn y w ( n y ] ) , y n y y ( n y ] ) , z n y z ( n y ] )# 再由( 11)中的( � )、( � )知

  g( un+ 1) = JA (#, z
n
) g( un) - QN( wn, yn ) # ( 20)

由 g、J、N 的连续性和条件( a) ,让 n y ] 即得
  g( u) = JA (#, z ) g( u) - QN (w , y ) # 

最后我们证明 w I Tu, y I Vu, z I Zu# 事实上, 因 wn I Tun , 故有

  d(w , Tu) [ +w - wn ++ d( wn, Tu) [

    +w - wn + + d( wn, Tun) + D(Tun, Tu) [

    +w - wn + + 0 + L+un- u + y 0   ( n y ] )# 

故 d (w , Tu) = 0,从而 w I Tu(因 Tu I CB ( E) )# 

类似可证 y I Vu, z I Zu# 上面的证明表明( u, w , y , z ) 是(9) 的一解# 由引理 1. 2知

( u, w , y , z ) 是多值拟变分包含(2) 的解且由算法( Ñ ) 所定义的迭代序列 un , w n , yn ,

zn 分别强收敛于u , w , y , z# 定理证毕# 

注 2. 1 定理 2. 1把 Noor 的[ 1~ 4, 9, 12] , Uko的[ 13]及 Zeng 的[ 14]中的相应的结果由Hilbert空间推广到

Banach空间, 并把Noor的[ 1~ 4, 9, 12]中的主要结果删去了紧性条件# 定理 2. 1 也改进和推广了 Chang, Kim

和 Cho的[ 5~ 7]中的相应的结果# 另外本文所采用的方法也与[ 1~ 4, 9, 12]中所用的方法迥异# 

下面的结果由定理 2. 1直接可得# 

定理 2. 2  设H 是一实Hilbert空间# 设满足下面的条件:

( � ) g: H y H 是D_Lipschitz连续的和满射的 k_强单调映象, 其中 k I (0, 1) 是一常数;

( � ) 对任意固定的 z I H , A (#, z ) = 5 U(#, z ) : H y 2H 关于第一变量是极大单调的,其中

U(#, #) : H @ H y R G + ] 关于第一变量是真凸下半连续泛函;

( � ) T , V, Z :H y CB(H ) 分别是 L, N, G_Lipschitz连续的;

( � ) N (#, #) : H @ H y H 是一连续映象而且映象x | y N ( x , y ) 关于映象T 是B_Lipschitz

连续的;

( � ) 映象 y |y N ( x , y ) 关于映象 V是 C_Lipschitz连续的,其中 D、L、N、B、C均为正常数# 
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如果下列条件满足

( a) +JA (# , x ) ( z ) - JA (#, y ) ( z ) + [ R+x - y + ,   Px , y , z I H , R > 0;

( b)

0 < Q< 3+ 2k - 4D
2
- 2R

2
G
2

8( C2+ B2)
,

0 <
4D2+ 2R2G2+ 8Q2( C2+ B2) - 3

2
< k < 1;

则存在 x , u I H , w I T ( u) , y I V( u) , z I Z ( u) 满足方程(8) ,而且由算法( Ò) 所定义的迭

代序列 x n , un , w n , yn , zn 分别强收敛于 x , u, w , y , z I E# 

注 2. 2 定理 2. 2也改进和推广了Noor 的[ 1~ 4, 9]中的相应的结果# 
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Abstract: The purpose is to introduce and study a class of more general multivalued quasi variational

inclusions in Banach spaces. By using the resolvent operator technique some existence theorem of so-

lutions and iterative approximation for solving this kind of multivalued quasi variational inclusions are

established. The results generalize, improve and unify a number of Noor. s and others. recent results.
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