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摘要:  研究由多刚体组成的带刚性限位的双层隔振系统, 对其冲击后受到周期性外激励和低强

度噪声扰动共同作用下可能会产生的碰撞进行了分析# 基于单向约束多体动力学理论, 导出了此

隔振系统的最大 Poincar�映射,建立了其冲击后的零次近似随机离散模型和一次近似随机离散模

型# 通过对一MTU 公司的柴油机隔振系统冲击作用后振动响应的调查指出, 由于可能发生间歇性

碰撞, 该系统呈现复杂的非线性特性# 零次近似模型和一次近似模型有较大的区别, 低强度的噪

声也会对系统产生较大的影响# 得到的结果对如何正确设计带刚性限位的双层隔振系统提供了

理论参考依据# 
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引   言

对于双层隔振系统, 为防止上层机器设备在冲击作用下振幅过大,常采用在两层隔振系统

间加限位器来限制其位移# 在冲击条件下,上层设备与限位器可能发生碰撞振动,从而有可能

导致破坏# 这类问题属于 vibro_impact 系统
[ 1]

,它是非光滑研究领域的一个热点问题, 研究此

类问题的一个有效方法是从全局动力学的角度建立其离散模型# Brogliato[ 2]指出两次碰撞间

具有光滑性质的系统可以通过碰撞 Poincar�映射来建立其离散模型# 为了研究随机混沌,

Kapitaniak [ 3]提出了平均 Poincar�映射, 冯奇等[ 4]在此基础上,针对有噪声扰动的 vibro_impact问

题提出了平均碰撞 Poincar�映射# 

本文针对一个带刚性限位的双层隔振系统,采用带单向约束的多体动力学理论建立了最

大碰撞 Poincar�映射# 通过对一个MTU 公司柴油机双层隔振系统实例进行了冲击后振动分

析,指出低强度噪声对零次模型和一次模型的影响, 并对零次模型和一次模型进行了比较,研
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究结果揭示了其可能发生的复杂的非线性运动# 

1  运 动方 程

设双层隔振系统由两个刚体和几十个隔振器、限位器组成, 这可用图 1所示的模型来表

示# 并认为每个刚体具有 6个自由度,隔振器简化为三向弹簧,刚体间的相对运动受到限位器

的限制# 刚体的位移可用向量 X = [ r1  H1  r2  H2]
T 描述# 

根据带单向约束的多体动力学理论,系统的运动方程如下

  M&X + CÛX + KX + DW = 0 + F , ( 1)

  gNi \ 0,   i = 1, 2, ,, n, ( 2)

  Ûg+Ni = - EÛg-Ni ,   i = 1, 2, ,, n, ( 3)

式中, M是质量矩阵, K是刚度矩阵, C = AM+ BK是阻尼矩阵, DW为陀螺力项, 0 为连体基

和惯性基间坐标转换产生的二次项, F是外激励列向量# gNi 为第 i 个限位器的间隙# 

方程( 1)是自由相的光滑常微分运动方程, 不等式( 2)定义了位形空间, 方程( 3)是常用的

碰撞条件, 给出了碰撞点速度在碰撞前后的关系# 上标/ - 0和/ + 0 分别表示碰撞前与碰撞

后# E是碰撞恢复系数# 

图 1 带刚性限位的双层隔振系统模型       图 2 分别固结于两刚体的两点

图 2 描述了分别固结于两刚体的两点之间的距离# 点 i ( B
1
Q1i , B

1
Q2i , B

1
Q3i ) 和点

ic( B
2
Q1ic , B

2
Q2ic, B

2
Q3ic) 分别固结于刚体 B1和 B2# 本文中( Ó

~

) 表示( Ó )的坐标方阵, r表示惯

性基下的矢径, Q表示连体基下的矢径# 

两点间距离变化为

  $riic = r2 + B
2
Qc2ic- r1- B

1
Qc1ic - r c2ic0 + r c1i0# 

写成坐标方阵的形式为

   Ñ$ri = [- E  �Qc1i  E  - �Qc2ic] X# ( 4)

文中的限位器与上层设备组成的每个碰撞对的接触面积相对很小,可视碰撞对为点点碰

撞,每个限位器只限制一个方向的相对位移, 接触状态由碰撞对之间的距离 gNi 是否为零来判

断# 

  gNi = WNiX + g0, ( 5)

式中, g0是接触对之间的初始距离, 对于横向、纵向和垂向限位器, WNi分别等于 Ñ$r1i、 Ñ$r2i

和 Ñ$r3i# 

1094 贺   华   冯   奇   沈 荣 瀛   汪   玉



1. 1  自由相

方程( 1)中外激励可能为正弦载荷受低强度白噪声激励扰动# 考虑方程( 1)中的非线性项

为弱非线性,方程( 1)可以写成如下形式

  M&X + CÛX + KX = Ef ( X, ÛX) + F , ( 6)

其中 E是常值小参数, f (X , ÛX) = ( 0 - DW) / E# 

假设方程( 6)的一阶近似解为

  X = X0+ EX1# ( 7)

将方程( 7)代入方程( 6) ,由 E的同次幂相等,并忽略 En( n \ 2) 项得

  E
0
:  M&X0+ CÛX0+ KX0 = F ;

  E1
:  M&X1+ CÛX1+ KX1 = f ( X0, ÛX0)# 

上面的两个方程具有相同的质量和刚度矩阵, 所以两个方程的模态矩阵 5 是相同的# 

将 X 零阶近似解X0 = 5q0和 X1 = 5q1代入上面两个方程,就可将其解耦为

  E0
:  &q0+ + 1Ûq0+ + 2q0 = P, ( 8)

  E1
:  &q1+ + 1Ûq1+ + 2q1 =

5T

M
* f ( X0, ÛX0) , ( 9)

其中

  +1( j , j ) = 2Fj Xj , +2( j , j ) = X2
j , M

*
= 5 T

M 5 , P = ( 5T
/ M

*
) F# 

方程( 6)中的外激励可分为确定性正弦激励 F̂ 和随机白噪声激励�F ,即 F = F̂ + �F ,相应

的 P = P̂ + �P , q0 = q̂0+ �q0, 方程( 8)可以分解为如下两部分

  q̂
&

0+ + 1q̂
#

0+ + 2q̂0 = P̂ , ( 10)

  �q
&

0+ + 1�q
#

0+ + 2�q0 = �P , ( 11)

其中, P̂ = p̂ sin( Ht ) , �P = �pG( t ) , E[ G( t ) ] = 0, E[ G( t ) G( s ) ] = D( t - s)# 

已知方程组( 10)中第 j 个方程在 tk 时的响应是 q̂0jk , 则 tk+ 1时的响应为

  q̂0j ( k+ 1) = X( tk+ 1- tk) q̂0 jk + Q
t
k+ 1

t
k

X( t - S) p̂j sinHSdS, ( 12)

其中

  X( t ) =
e- FjXj t

cosUj

cos( Xdjt - Uj ) sin Xdjt

- Xj sinXdjt cos( Xdjt + Uj )
, Xdj = Xj (1 - F2

j ) ,

  Uj = arctan(Fj / (1- F2
j ) ) , tk+ 1 = tk + $k# 

方程( 12)积分后的表达式如下

  q0 j = e- F
j
X
j
$t
( C1j cos Xd jt + C2j sinXdj t ) + C3j cosHt + C4 j sinHt ,

  Ûq0 j = - C0j e
- F

j
X
j
$t
( C1j sin( Xdjt + Uj ) - C2j cos( Xdjt + Uj ) ) -

     C3j HsinHt + C4 j HcosHt ,

式中, C0j、C1j、C2j、C3j、C4j、C5j、C6j、C7j、C8j 是和系统固有特性、初值以及外激励有关的参数# 

由于 2次碰撞的间隔较短, 根据文献[ 5] ,在 2次碰撞间,方程( 11)的均值响应

  E �q 0j = 0, E �q
#

0 j = 0, R2
�q

0j
=
�pj $k

2X2
j
, R2

�q
#

0 j

=
�pj $k

4XjFj
# 

由概率论和数学知识知道, 2次碰撞间的随机响应基本在
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  E �q0 - 3R�q
0
, E �q0 + 3R�q

0

范围之内,故 2次碰撞间方程( 11)的随机响应的最大值为

  max �q 0j = E �q 0j + 3R�q
0 j
, max �q

#
0j = E �q

#
0j + 3R�q#

0j
# ( 13)

在2次碰撞间取随机响应 �q0= max �q0 ,将 q0= q̂0+ �q0和 X0= 5q0代入方程( 9) 求解

得到 q1,就可得到2次碰撞间的可能最大响应 qm# 将 X0 = 5q0和 X1 = 5q1代入方程(7) 就

可得到方程(6) 的一阶近似解 Xm# 

1. 2  碰撞接触相

如果在某一时刻 tk 有限位器发生碰撞, 则至少有 1个碰撞对在 t k时刻的最大可能响应qm

满足 gNi = 0 v i I (1, 2, ,, n) , 且碰撞点满足平均碰撞条件# 

  WNiXm + g0 = 0, ( 14)

  E Ûg+Ni = - EE Ûg-Ni , ( 15)

在此, E Ûg-Ni 和E Ûg+Ni 分别是碰撞前后接触点的平均相对速度, E Ûg-Ni 和E Ûg+Ni 必须同时

满足

  E Ûg-Ni = WNiE ÛX-
, E Ûg+Ni = WNiE ÛX+ # ( 16)

将方程( 16)代入方程( 14)和方程( 15) ,并考虑 X = 5q, E ÛX = 5E Ûq , 得到用广义坐

标表示的碰撞条件# 

  WNi 5qm + g 0 = 0,   v i I (1, 2, ,, n) , ( 17)

  W
T
Ni 5E Ûq+ = - EWT

Ni 5E Ûq- , 若 W
T
Ni 5 X 0, E Ûq+ = - EE Ûq- # ( 18)

1. 3  最大碰撞 Poincar�映射

综合考虑冲击后的整个运动过程, 冲击后限位器可能与上层设备发生持续性的碰撞# 在

自由飞行相取最大可能位移,在碰撞接触相取平均碰撞条件, 考虑碰撞前映射,可建立零阶阶

近似模型和一阶近似模型的最大碰撞 Poincar�映射# 

  H :  q
-
mjk y q

-
mj ( k+ 1) , ( 19)

  $k = t k+ 1 - tk ,

其中, 下标 k表示第 k 次碰撞, $k表示第 k 次和第k + 1次碰撞间的时间间隔,可以由求超越方

程组 gNi = 0, i = 1, 2, ,, n 的最小值得到# 

当 qmjk = q̂0 jk + �q0 jk 时,为零阶近似的随机离散模型# 当 qmjk = q̂0 jk + �q0 jk + q1jk 时,为

一阶近似的随机离散模型# 

2  实 例分 析

本例采用一个真实的 MTU公司的柴油机隔振系统进行计算, 模型如图 1所示# 此隔振系

统具有 35个三向刚度的隔振器和 22个限位器# m1 = 19 300 kg, m2 = 21 660 kg, Jc1 =

diag(93 460, 35 270, 84 940) kg# m2
, Jc2 = diag(40 090, 9 260, 37 540) kg #m2

, A= 3, B= 0. 000

08其它系统参数略# 

刚体整个运动可分成两个阶段: ¹ 冲击阶段: 隔振系统在冲击载荷的作用下吸收了大量的

能量# 在这个阶段由于冲击荷载作用时间较短,冲击强度较大, 因此有限力和噪声的影响以及

限位器的作用都可忽略不计# º冲击后阶段:隔振系统获得了较大的能量,在简谐力和低强度

噪声扰动共同作用下发生大位移的强迫振动,而大位移的振动受到限位器限制,就可能形成限
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位器与上层刚体间歇性的碰撞# 故冲击后阶段运动又分成两个相,自由相与碰撞接触相# 

考虑此系统受冲击后的系统特性, 冲击阶段的振动方程如方程( 1)所示, 冲击作用时间 t

= 9 @ 10- 3
, 冲击函数为

  P = - M 0  0  &u  0  0  0  0  0  &u  0  0  0 T
, &u = 500sin(Pt / 9 @ 10- 3

)# 

不考虑冲击前的影响,冲击后的位移、速度可以由摄动法得到# 将冲击后的位移和速度作

为冲击后阶段的初值,冲击后阶段系统的运动方程如方程( 1) ~ 方程( 3) , 外激励如下所示

  F̂ = 0  0  0  F  0  0  0  0  0  F  F  0 TsinHt ,

  �F = 0. 000 33 0  0  0  F  0  0  0  0  0  F  F  0 T G( t ) ,

  F = 100 000 N # m# 

   ( a) 不考虑噪声作用零次近似模型        ( b) 不考虑噪声作用一次近似模型

   ( c) 考虑噪声作用零次近似模型          ( d) 考虑噪声作用一次近似模型

图 3  分岔图

图 3给出了系统的分岔图# 图 3中横坐标为外激励的无量纲圆频率, 纵坐标为碰撞间隔

时间# 图 3中某些频率对应的 $k不存在,说明在这些频率并未发生间歇性的碰撞, 冲击后系

统在这些区域只有少数几次碰撞就一直在小幅值范围运动,例如图 3( c)中 H< 10和 H> 76的

区域# 图 3( a)为不考虑噪声作用并采用零次近似模型的结果,图 3( b)为考虑噪声作用并采用

一次近似模型的结果,图 3( c)为考虑噪声作用并采用零次近似模型的结果, 图 3( d)为考虑噪

声作用并采用一次近似模型的结果# 从图 3可以看出系统的性质会随外激励圆频率变化# 对

比图 3( a)与图3( b) ,图 3( c)与图 3( d)可以看出, 一次近似模型和零次近似模型的分岔图有一

定的区别# 对比图3( a)与图3( c) , 图3( b)与图3( d)可以看出低强度的白噪声对系统的影响是
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很大的,它彻底改变了系统的分岔图# 

图4和图5给出了系统的 Poincar�图用于说明系统的性质# 图 4为外激励圆频率 H= 19

时的 Poincar�图,图 5为外激励圆频率 H= 40时的 Poincar�图,其中图 5( a)为不考虑噪声作用

并采用零次近似模型的结果,图 5( b)为不考虑噪声作用并采用一次近似模型的结果,图 5( c)

为考虑噪声作用并采用零次近似模型的结果,图 5( d)考虑噪声作用并采用一次近似模型的结

果# 图4( a)和4( b)为亚谐运动,图 4( c)和 4( d)显示出类似奇怪吸引子结构,因此有可能为混

沌运动# 从图 4可以看出,由于低强度的噪声改变了最大碰撞 Poincar�映射的函数,也就改变

了出现混沌的参数空间, 因此有可能将亚谐运动发展为混沌运动# 零次模型和一次模型的区

别在图4中不是很大# 图 5( a)和图 5( b)为模糊点集, 因此有可能为混沌运动, 图 5( c) 为周期

运动,图 5( d)为周期三运动# 从图 5可以看出,低强度的噪声也有可能使原来较复杂的运动

退化为周期运动,零次模型和一次模型在此频率时有较大的区别# 

   ( a) 不考虑噪声作用零次近似模型       ( b) 不考虑噪声作用一次近似模

型

   ( c) 考虑噪声作用零次近似模型        ( d) 考虑噪声作用一次近似模型

图 4  外激励频率为 19时的 Poincar�图

3  结   论

本文建立了带刚性限位的双层隔振系统的随机离散模型# 研究表明零次近似模型和一次

模型之间的区别随外激励频率的变化时大时小并没有简单规律可循,说明自由飞行相的弱非

线性在有间歇性碰撞发生时应该给予重视# 低强度的噪声扰动对系统的影响较大# 因为噪声

的存在改变了最大碰撞映射的函数,因此也改变了出现混沌的参数空间,因此它有可能导致混
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  ( a) 不考虑噪声作用零次近似模型       ( b) 不考虑噪声作用一次近似模型

    ( c) 考虑噪声作用零次近似模型        ( d) 考虑噪声作用一次近似模型

图 5  外激励频率为 40时的 Poincar�图

沌的产生,也有可能抑制混沌的出现# 隔振系统在冲击后有可能发生间歇性的碰撞,甚至可能

发生混沌运动, 从而导致隔振系统的破坏# 
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Stochastic Discrete Model of a Two_Stage

Isolation System With Rigid Limiters

HE Hua1,  FENG Qi1,  SHEN Rong_ying2,  WANG Yu3

( 1. School of Aerospace En gin eer in g an d Applied Mechan ics ,

T ongji Univer sity , Shan ghai 200092, P . R . China ;

2. Sta te Key Labor ator y of Vibra tion , Shock an d Noi se ,

Shanghai J iaotong Univ er sity , Shan gha i 200030, P . R . China ;

3. Naval Resea r ch Center , Beijin g 100073, P . R . China )

Abstract: The possible intermittent impacts of a two_stage isolation system with rigid limiters have

been investigated. The isolation system is under periodic external excitation disturbed by small sta-

tionary Gaussian white noise after shock. The maximal impact Poincar�map is proposed based on the

multi_body dynamics with unilateral constraints. Then in the period after shock, the zero order ap-

proximate stochastic discrete model and the first order approximate stochastic model were developed.

The real isolation system of an MTU diesel engine was used to evaluate the established model. After

calculating numerical example, the effects of noise excitation on the isolation system were discussed.

The results show that the property of the system is complicated due to intermittent impact. The differ-

ence between zero order model and the first order model may be great. The effect of small noise is

obvious. The results may be expected useful to the naval designers.
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