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摘要 :  给出了在 K 上的任意两个 Banach空间之间 , Fredholm 映射在一个特定的开球中, 至少有一

个共同值的充分条件# 结论的证明基于解析开拓法, 并具有可构造性# 
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1  预 备知 识

令 X 和 Y 为两个 Banach空间# 若 u: U < X y Y 是一个连续映射,则求解方程

  u( x ) = y , ( 1)

y 为定值且 y I Y 的一种方法是, 将方程( 1)嵌入一个连续统问题中

  H ( x , t ) = y   (0 [ t [ 1) , ( 2)

当 t = 0时,方程(2) 很容易求解# 当 t = 1时,方程(2) 变成方程(1)# 在对[ 0, 1] 中的所有

t , 方程( 2)都有连续解时, 则方程( 1)解得# 该方法相对于参数[ 1~ 24]是连续的# 参数型 Sard_

Smale 定理[ 25] , pp. 832~ 833; [ 26]给出了, 对于大部分参数值 t ,方程(2) 解的自然性和良好性条件# 

即存在一个空间参数的稠密开子集,对该子集的每一个参数 t , y 是H (#, t ) 的正则值# 

本文将给出,两个微分映射在一个特定开球中,至少有一个共同值的充分条件的证明# 作

者在其它论文[ 10~ 24]中,论述了在有限维和无限维合并中零点存在的充分条件# 在这里, 我们

使用解析开拓法,给出构型 R 上[ 25]、一个连通的并带有边界的 C
]
_一维 Banach 流形的存在

性,并给出了结果# 本文的关键是, 使用了连续相关定理[ 27, pp. 17~ 19]、FredholmC1 映射的性

质
[ 27]
、参数型的 Sard_Smale定理和 Banach代数( Banach的原理是指,从 Banach空间到自身的线

性连续映射
[ 28]
性质)的一个推论# 

我们简短地回顾一下要用到的定理和概念# 

定理 1  (连续相关定理,见文献[ 27] , pp. 17~ 19)  若以下条件满足:

( � ) P 是一个度量空间,称为参数空间# 
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( � ) 对每一个 p I P ,映射 Tp 满足下面假设:

1) Tp : M A X y M, 即, M 是Tp 到自身的映射# 

2) M 是一个完备度量空间( X , d) 中的一个非空闭集# 

3) 对任意定值 k I [ 0, 1) , Tp 是 k_收缩的# 

( � ) 对一定值 p 0 I P 和任意值 x I M, 有lim
p y p

0

Tp ( x ) = Tp
0
( x )# 

则对每一个 p I P ,方程 xp = Tpxp 正好有一个解, 其中 xp I M 满足lim
p y p

0

xp = xp
0
# 

定义 1
[ 27, p. 53, p. 173, pp. 365~ 366]  此后本文中将假定 X 和Y 是K上的 Banach空间,其中K = R

或K = C# 

当映射 F : D (F ) A X y Y,对每个有界子集 B < D (F ) ,始终是连续且像 F (B ) 为相对紧

致的(即, 其闭包F ( B) 在 Y中是紧致的) ,则称 F 为紧映射# 

每个紧子集 K < Y的前置像F
- 1
( K ) 也是 D( F) 的一个紧子集时,称映射 F 为真映射# 

若 D( F ) 开的, 则称 F 是一个Fredholm映射,当且仅当 F是一个C
1
_映射, 并对所有 x I

D( F) ,有 Fc( x ) : X y Y是一个Fredholm线性映射# 当 L : X y Y 是一个线性Fredholm映射,

则 L 是线性连续的,且值 dim( ker( L ) ) 和 codim( R ( L ) ) 有限的# 因而, ker( L ) = X 1 是一个

Banach 空间,又因为dim( X 1) 有限的,所以X 1有拓扑补 X 2# 定义整数 ind( L ) = dim( ker( L ) )

- codim( R ( L ) ) ,称其为 L 的指数,其中 dim 表示维度、codim 表示余维度、ker 表示核函数、用

R ( L ) 表示映射L的范围# 若对所有 x I D( F ) , indFc( x )为常数,那么将该数称为F的指数,

并记为 ind( F)# 

令 F ( X , Y) 为所有线性 Fredholm映射A : X y Y的集合, L ( X , Y) 为所有线性连续映射

L : X y Y 的集合, Isom( X , Y) 为所有同构 L: X y Y 的集合# 

令 B( x 0, Q) 为以 x 0为中心、Q为半径的开球, S( x 0, Q) 为以 x 0为中心、Q为半径的球面# 

若 u : X y Y 是一个线性连续双射算子,则其逆线性连续算子记为 u
- 1

定理 2[ 28, p. 23, p. 24]

a) Isom( X , Y) 在 L ( X , Y) 中为开的# 

b) 映射 B: Isom( X , Y) y L ( Y, X ) , B( u) : = u
- 1 是连续的# 

定理 3[ 27, p. 296]  令 g: D( g) < X y Y是一个紧映射, 其中 a I D( g )# 若导数 gc( a) 存

在,则 gc( a) I L ( X , Y) 也是一个紧映射# 

定理 4[ 27, p. 318]  令 S I F ( X , Y) ,当 C I L ( X , Y)连续, 且C是一个紧映射时,摄动映射

S + C 满足S + C I F ( X , Y) ,且 ind( S + C) = ind( S)# 

定义 2[ 27, p. 183, p. 184]  令 F : D (F ) A X y Y# 若 B 为R (F ) 的一个集合,则 F
- 1
( B) 是集

合 B 的前置像(pre_image)# F 被称为点x 的一个浸没( submersion) , 当且仅当 F 是x 邻域上的

一个 C
1
_映射,若 Fc( x ) : X y Y 是满射,且零空间 kerFc( x ) 将 X 分解为一个拓扑直和# 点

x I X 被称作F的一个正则点, 当且仅当 F 在点x 处是一个浸没# 称点 y I Y为F 的一个正

则值,当且仅当前置像 F
- 1
( y ) 为空的或只含正则点时# 

定理 5(参数型Sard_Smale 定理
[ 25, p. 832, p. 833]

)

( � ) G, P 和Z 是为图表( chart) 空间K上的非空、可度量 C
]
_Banach流形# 

( � ) C
k
_映射H : G @ P y Z( k \ 1) 有一正则值 z# 

( � ) 对每个参数 p I P, 映射H (#, p ) : G y Z是一个Fredholm映射, 对算子方程H ( x , p )
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= z 的每一个解( x , p ) I G @ P 满足 indH x ( x , p ) < k ,其中H x( x , p ) 为点 x 处H (#, p ) : G y

Z 的切映射# 

( � ) 在 P 上满足收敛p n y p ( n y ] ) ,并对所有 n满足H ( x n, pn ) = z ,表明存在一个收

敛数列 xn y x ( n y ] , x I G )# 

则 P 有稠密开子集P 0,对每个参数 p I P 0, z 为H (#, p ) 的一个正则值# 

定理 6[ 29, p. 61]  令 A 为度量空间E 中的一个稠密集, 令 f 为从A 到度量空间Ec的一个映

射# 在 A 中有一个与f 一致连续的扩展映射�f : E y Ec的充要条件是, Ec中对每个x I E ,极

限 lim
y y x, y I A

f ( y ) 存在# 从而,连续映射 �f 是唯一的# 

2  紧形变的一个正则值

若记 u:= f - g ,则 u 有一个零值,当且仅当 f 和g 有一个共同值,即有 x I X 和f ( x ) =

g ( x )# 由此我们得到 f , g 项中的结果# 

定理 7  令 f , g: U A X y Y均为C
1
_映射,其中 U是一个开集# 

( � ) g 是一个紧映射, f 是一个指数为零的真 Fredholm 映射# 

( � ) 在开球 B( x0, Q) := B < U中, 映射 f 有一个零点x
* # 

( � ) 零是映射 f 和H : U @ I A X @ R y Y的一个正则值,其中H ( x , t ) := f ( x ) - tg ( x ) ,

且 I 是一个[ 0, 1] < I 实数开区间# 

( � ) 若 ( x , t ) I S ( x 0, Q) @ [ 0, 1] ,则 f ( x ) X tg( x )# 

则以下命题为真:

( a) f 和g 在B 中至少有一个共同值 x
* * # 

( b) R上存在一个 C
]
一维连通的 Banach流形,具有边界( x

*
, 0) , ( x

* *
, 1)# 

证明

( a) L ( X , Y) , L ( Y, X ) 由它们各自的算子范数的拓扑给出# X @ R由拓扑积给出# 

( a1) 我们将在这里证明存在一个紧集 V d < U包含所有x I X , 当( x , t ) I B @ [ 0, 1] 时,

使得 H ( x , t ) = 0# 我们还将证明[ 0, 1] 上存在一个稠密开子集 P0,对每个参数 t I P 0,零是

H (#, t ) 的一个正则值, 这里我们用到 B @ [ 0, 1] 作为使用定理 5中 H 的子域# 

因为 B, I 和 Y 是Banach空间K上的非空开集, 定理 5的假设( � ) 满足# 又因 H 是一个

C
1
_映射且零是H 的一个正则值, 定理 5的假设( � )得到验证# 

f 是一个指数零的 Fredholm映射, 从而

  f c( x ) I F ( X , Y) 和 ind(f c( x ) ) = 0,   Px I U# 

由于 g是一个紧映射,并对任意 x I U,导函数 gc( x ) 存在, 由定理 3知, gc( x ) I L( X , Y) 也

是一个紧映射,从而,对任意( x , t ) I U @ I , tgc( x ) I L ( X , Y) 也是一个紧映射# 定理4表

明,对任意( x , t ) I U @ I 有H x( x , t ) I F ( X , Y) 和 indH x( x , t ) = 0# 因此对方程H ( x , t ) =

0的每个解( x , t ) I U @ I , 映射H (#, t ) : U A X y Y 是一个指数为零的Fredholm映射# 又

因为 U和Y是开的,导函数H x( x , t ) 代表H (#, t ) : U y Y在点x 处的切映射,这正是定理 5的

假设( � )所要求的, 这样定理 5的假设( � )得到验证# 

为了验证满足定理 5的假设( � ) ,让我们首先证明存在一个紧集合 V d含任意x I U,当

( x , t ) I B @ [ 0, 1] 时有H ( x , t ) = 0# 

定义集合 V:= g( D) , 其中
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  D := x I B : v t I [ 0, 1] , x = x ( t ) ,这样 f ( x ) = tg ( x )

是非空有界集合# 因为 g 是一个紧映射, D 是一个有界集,所以 V 是一个相对紧集合# 

我们构造集合 Vc= ty : t I [ 0, 1] , y I �V # Vc是Y中的一个紧集,因此可把它写成 Vc

= v (�V @ [ 0, 1] ) ,其中 v 为连续映射

  v: �V @ [ 0, 1] < Y @ [ 0, 1] y Y, v( y , t ) = ty ,

又 �V @ [ 0, 1] 为拓扑积空间 Y @ R中的一个紧集# 

因为 f 是一个真映射, Vc是 Y上的一个紧集,因而, 有 f 下Vc的前置像Vd:= f
- 1
( Vc) 是 X

上的一个紧集, X 包含每个x , 使得 H ( x , t ) = 0, ( x , t ) I B @ [ 0, 1]# 

若[ 0, 1]上有极限 tn y t ( n y ] ) ,且对所有 n ,若H ( xn , tn ) = 0( xn I B) , 则任意 xn 属

于紧集 V d, 并存在一个收敛子数列
  ( xnc) nc \1, x

c
n y x 当 n y ] ,且 x I V d H �B ,

据此,及假设( � ) ,可知 x I B, 定理5的假设( � )也得到验证# 

综上所述,存在一个[ 0, 1]的稠密开子集 P 0, 对每个参数 t I P 0(在集合B 中) , 零是H (#,

t ) 的一个正则值# 

( a2) 我们现在来证明, 若

  ( x , t ) I ( (H
- 1
(0) ) H ( B @ P0) ) , 则 Hx ( x , t ) I Isom( X , Y)# 

令 ( x , t ) I B @ P0,H ( x , t ) = 0# 因为零是H (#, t ) 的一个正则值,因而,H x ( x , t ) 映射到 Y,

从而, codim( R (H x ( x , t ) ) ) = dimY/ Y = 0且 ind(H x( x , t ) ) = dim( ker(H x ( x , t ) ) )# 进一步

地,由于 ind(H x( x , t ) ) = 0和 ind(H x( x , t ) ) = dim( ker(H x( x , t ) ) ) - codim( ( R (H x( x , t ) ) ) =

0, 从而有

  dim( ker(H x( x , t ) ) ) = 0,

Hx ( x , t ) 也是向内单射( inject ive)# 这样, H x( x , t ) 是一个双向线性连续单射# 又因为 Y 是

一个Banach空间, 线性逆映射H x( x , t )
- 1是连续的,即H x( x , t )

- 1 I L ( Y, X ) ,这里H x ( x , t )

I Isom( X , Y)# 

( a3) 我们现在来证明, 存在一个实数 C > 0, 使得

  若 ( x , t ) I ( (H
- 1
(0) ) H ( B @ P0) ) 则 +H x( x , t )

- 1 + [ C# 

因为 H 是一个C
1
_映射,映射H x : U @ I y L ( X , Y) , ( x , t ) | y H x ( x , t ) 是连续的# 

由( a2)节知,若 ( x , t ) I ( (H
- 1
(0) ) H ( B @ P0) ) , 则H x ( x , t ) I Isom( X , Y)# 

定义集合 A := H x( (H
- 1
(0) ) H ( B @ P 0) ) < Isom( X , Y)# 

由定理2, 反向形成 B: Isom( X , Y) y L ( Y, X ) , B( u) = u
- 1是一个连续映射, 紧接着,约

束( restriction)

  B: A y L ( Y, X ) , H x( x , t ) |y H x( x , t )
- 1

是一个连续映射# 

下面证明, B有连续扩展映射�B:若H x ( x , t ) I A, 则

  �B: E < L ( X , Y) y L ( Y, X ) , �B(Hx ( x , t ) ) = B(H x( x , t ) ) ,H x ( x , t ) I A,

其中   E:= H x ( (H
- 1
(0) ) H (�B @ [ 0, 1] ) ) =

    H x ( x , t ) : ( x , t ) I ( (H
- 1
(0) ) H (�B @ [ 0, 1] ) ) # 

因为 B @ P0是开的

  ( (H
- 1
(0) ) H ( B @ P0) ) =
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    ( (H
- 1
(0) ) H (�B @ [ 0, 1] ) ) < ( (H

- 1
(0) ) H ( B @ P 0) ) ,

从而

  H x( (H
- 1
(0) ) H (�B @ [ 0, 1] ) ) = E < H x ( (H

- 1
(0) ) H ( B @ P0) )# 

因为 H x 连续的

  H x( (H
- 1
(0) ) H ( B @ P0) ) < H x( (H

- 1
(0) ) H ( B @ P0) ) = �A ,

所以 E < �A# 因此, A 为度量空间E < L ( X , Y) 中的稠密集# 现在要用到定理6, 对任意 D

> 0,若任意序列(H x( xn , tn) ) n \1 < A 收敛于任意点H x( v, w ) I E ,经验证, 存在 N I N , 使

得

  Pn , m \ N ] +H x ( x n, t n) - H x( xm , tm) + < D# 

又因为 B是一个连续映射,则

  P : > 0, vD> 0: +H x ( x n, t n) - H x( xm , tm) + < D ]
    +B(H x( xn , tn ) ) - B(H x ( xm , tm) ) + < :# 

因此 ( B(H x ( x n, t n) ) n \1是 Banach空间 L ( Y, X ) 的一个Cauchy数列, 存在一个连续映射 G I

L ( Y , X ) 使得

  l im
ny ]

B(H x( xn , tn ) ) = G ,

从而可得

  lim
H
x
( x , t) yH

x
( v , w) , H

x
( x , t) I A

B(H x ( x , t ) ) = G# 

根据定理 6,连续扩展映射�B: E y L ( Y, X ) 存在# 

因为

  +# +#�B#Hx : ( (H
- 1
(0) ) H ( ( V d H �B ) @ [ 0, 1] ) ) < E y R

为紧集 ( (H
- 1
(0) ) H (( V d H �B ) @ [ 0, 1] ) ) 上的一个连续映射,由Weierstrass定理, +#+#�B#H x

有一个最大值# 总结为,若( x , t ) I ( (H
- 1
(0) ) H ( ( V d H �B ) @ P0) ) ,则存在一个实数 C >

0, 使得 +H x ( x , t )
- 1+ [ C# 

明显地,若 ( x , t ) I ( (H
- 1
(0) ) H ( B @ P0) ) , 则 x I V d,正如( a1) 节中所见到的,从而

我们能写成 +Hx ( x , t )
- 1 + [ C# 

( a4) 假设 ( xa , ta ) I ( (H
- 1
(0) ) H ( B @ P 0) ) , 因而

从( a1)节知道, x a I V d# 

从( a2)节知道, H x( xa, ta) I Isom( X , Y)# 

下面证明 r0 > 0, r > 0及关键连续映射的存在性

  x (#) B [ ta - r 0, t a + r0] H [ 0, 1] y X ,

该映射满足: +x ( t ) + < r ,H ( xa + x ( t ) , t ) = 0, P t I [ ta - r 0, t a + r0] H [ 0, 1]# 

为此,定义 W( x , t ) := H ( xa + x , t ) , Px I X ,并对 x 求解下列方程

  W( x , t ) = 0, ( 3)

明显有 W(0, t a) = H ( xa , ta ) = 0, 对 Wx(0, ta) ,需验证 Wx (0, ta) = H x( xa , ta)# 

将方程( 3)变换为下列等价方程

  H x( xa, t a)
- 1
[ H x( xa , ta) ( x ) - W( x , t ) ] = x# ( 4)

根据方程( 4)定义以下两个映射

  h( x , t ) := H x ( x a, t a) ( x ) - W( x , t ) , T t ( x ) := H x ( x a, t a)
- 1
( h( x , t ) ) ,
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其中 h 是一个C
1
_映射, 且

  h(0, t a) = 0# ( 5)

方程( 4)和以下/关键方程0等价

  T t ( x ) = x# ( 6)

注意, T t中的下标 t是一个指数而不是传统意义上的偏导数# 方程( 3)可被改写为不动点方程

( 6) ,这正是下面要研究的# 

令 x , xc I B; t I [ 0, 1] ,从而 | t - t a | , +x +, +xc+ < r , | t - ta | < r0,其中 r , r0将

在后面取定# 

因 hx ( x , t ) = H x ( x a, ta ) - Wx ( x , t ) , 所以

  hx (0, ta) = 0# ( 7)

从方程( 7)及 hx : X @ [ 0, 1] y L ( X , Y) , 其中( x , t ) |y hx( x , t ) 是连续的,根据Taylor定

理可得

  +h ( x , t ) - h ( xc, t ) + [

    sup +hx ( ( xc+ H( x - xc) , t ) +: H I [ 0, 1] # +x - xc+ =

    o (1) +x - xc+ ,   o(1) y 0 当 r y 0# ( 8)

现取 r 为定值,使 o(1) [ 1/ ( 2C ) ,构造非空闭集 M:= x I X : +x + [ r # 

从方程( 5)和方程( 8) ,又因为 h 是一个连续映射, 得到

  +h ( x , t ) + [ +h( x , t ) - h(0, t ) + + + h(0, t ) + =

    1
2C

+x ++ oc(1) ,   x I M, oc(1) y 0 当 r
c
0 y 0# 

因此

  +Tt ( x ) + [ +H x ( x a, t a)
- 1 + + h( x , t ) + [

    +H x ( x a, t a)
- 1 + 1

2C
+x + + oc(1) ,

  x I M, oc(1) y 0当 r
c
0 y 0# ( 9)

现取 r
c
0 为定值,使 oc(1) [ r / (2C) , 构造集合

  Mc:= t I [ 0, 1] : | t - ta | [ min r, r
c
0 = r 0 # 

由刚才定义的空间和映射,我们来证明定理 1的假设# 

度量空间 (Mc, |#| ) 为定理 1假设( i )的参数空间, 下面验证 M 为非空闭集, X 为假设

( � )的完备度量空间# 

从方程( 9)知,对任意定值 t I Mc, Px I M

  +Tt ( x ) + [ +H x ( x a, t a)
- 1 + 1

2C
+x + + oc(1) [ C

1
2C

r +
1
2C

r [ r ,

得到 T t ( x ) I M, Tt : M y M# 即 T t将 Banach空间 X 的非空闭集M 映射到自身# 

从方程( 8)知,对任意 x 2, x
c
2 I M 和任意 t I Mc

  +Tt ( x ) - T t ( xc) + [ +H x( xa , ta)
- 1
( h( x , t ) - h ( xc, t ) ) + [

    +H x ( x a, t a)
- 1 + 1

2C
+x - xc+ [ 1

2
+x - xc+ ,

从而,对任意定值 t I Mc, T t是半收缩的# 定理 1的假设( � )验证# 

因对任意定值 t 0 I Mc和所有x I M ,
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  lim
t y t

0
, t I Mc

T t ( x ) = l im
t y t I M c

H x ( xa , ta )
- 1
(H x ( x a, t a) ( x ) - W( x , t ) ) =

    H x( xa , ta )
- 1
(H x ( x a, ta ) ( x ) - W( x , t 0) ) = T t

0
( x ) ,

因此定理 1的假设( � )也得到验证# 

定理 1表明,对任意 t I Mc, T t有唯一不动点Tt ( x ) = x := x ( t ) ,满足 lim
t y t

0
, t, t

0
I M c

x ( t ) =

x ( t 0) , 即 x (#) 是一个连续映射# 从而对每个 t I Mc,只存在唯一的 x ( t ) I M ,满足 W( x ( t ) ,

t ) = 0和H ( xa + x ( t ) , t ) = 0, 并且

  lim
t y t

0
, t , t

0
I Mc

H ( x a + x ( t ) , t ) = H ( x a+ x ( t0) , t 0) = 0# 

( a5) 现在我们来证明 f 和g 在开球B 中至少有一共同值# 利用对( a4) 节进行有限次迭

代,为此, 需证明对每次迭代, 可选择相同的 r0# 

定义 U: V d @ [ 0, 1] @ V d @ [ 0, 1] < X @ [ 0, 1] @ X @ [ 0, 1] y Y,

  U( x a, ta ; x , t ) := H x ( x a, t a) ( x ) - H ( x a+ x , t ) ,

因H 为C
1
_映射, U为拓扑积空间X @ [ 0, 1] @ X @ [ 0, 1] 的紧集 V d @ [ 0, 1] @ V d @ [ 0, 1]

上的一个连续映射的合成# 从而,对任意 r > 0,存在 D( r / (2C) ) > 0, 若

  ( xa, t a; x , t ) , ( xac, t ac; xc, tc) I

    V d @ [ 0, 1] @ V d @ [ 0, 1] , +( x a, ta ; x , t ) , ( x ac , tac; xc, tc) + < D
r
2C

,

则 +U( x a, ta ; x , t ) - U( xac, t ac; xc, tc) + [ ( r / (2C) )# 

若将映射 U的定义域限制为( xa, ta) I V d @ P 0,这样H ( x a, t a) = 0, x a I B,则得到曾在

( a4) 节中讨论的映射 h, 即

  h: ( (H
- 1
(0) ) H ( V d @ [ 0, 1] ) ) y Y,

  h( x , t ) = U( xa , ta; x , t ) = H x( xa, t a) ( x ) - H ( x a + x , t )# 

现将( a4)节中的 r
c
0取为定值 r

c
0 = D( r / (2C) ) , r 则留在后面讨论# 

另一方面, 映射 Ux

  Ux : V d @ [ 0, 1] @ V d @ [ 0, 1] y L ( X , Y) ,

  Ux( xa, t a; x , t ) = H x ( x a, t a) - H x( xa + x , t )

是紧集 V d @ [ 0, 1] @ V d @ [ 0, 1] 上一致连续的,因而存在 D(1/ (2C) ) > 0, 使

  P( x a, ta ; x , t ) , ( x ac , tac; xc, tc) I V d @ [ 0, 1] @ V d @ [ 0, 1] ,

  +( x a, ta ; x , t ) - ( x ac, t ac ; xc, tc) + < D
1
2C

]

    + Ux ( x a, t a; x , t ) - Ux( xac, tac; xc, tc) + <
1
2C

# 

可知,映射 Ux 就是( a4) 节中的映射 hx ,当( xa , ta) I ( (H
- 1
(0) H ( B @ P0) 为定值: hx : V d @

[ 0, 1] y L ( X , Y) ,

  hx ( x , t ) = Ux( xa , ta; x , t ) = H x ( x a, t a) - H x( xa + x , t )# 

取前面提到的 r = D(1/ (2C) )# 这样 r 和 r
c
0 都已是定值,通过( a4) 节中同样的方法, 取 r 0 =

min r, r
c
0 # 

( a4)节表明,若H ( x a, ta ) = 0, ( xa , ta) I B @ P 0, 则存在一个连续映射 x (#) : [ ta - r0, ta

+ r0] H [ 0, 1] y X 满足

  H ( x a+ x ( t ) , t ) = 0, P t I [ ta - r 0, ta + r 0] H [ 0, 1]# 
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因为 �P 0 = [ 0, 1] ,正如( a4) 节所做的, 将( xa , ta) 作为前一次的初始点,将

  ( xa + x ( ta + r 0) , ta + r 0) , ta + r 0 I P0,

作为后续的初始点, 重复( a4)节的过程# 因为零是 f 的一个正则值,因此, 0 I P 0, 把第一次迭

代的初始点取为( x
*
, 0) I B @ [ 0, 1]# 

由于[ 0, 1]为紧集, 根据定理的假设( � )的边界条件,通过有限次迭代可得点 ( x
* *

, 1) I

B @ [ 0, 1] ,并满足 H ( x
* *

, 1) = 0# 

( a6) 在前面的数节中, 我们隐含了构造一个在 R上有边界( x
*
, 0) , ( x * * , 1) 的 C

] 一维

Banach流形,这里给出 Banach流形的图( atlas)集# 

考虑前面提到的集合 Mc,相对其在[ 0, 1] 中的内部区域记为 Ua ,其中 a I A, A是一个有

限指数集# 再考虑集合 x a + M,其内部区域记为 Va# 

令拓扑积空间为

  W:= x I X : v t I Ua , a I A,这样H ( x , t ) I 0, x I Va @ [ 0, 1]# 

W中的一个图为( Va @ Ua , Wa) , a I A对, 其中 Va @ Ua 为W中的开集, Wa为进入到半空间

HR = t I R , t \ 0 的拓扑同胚 Wa ( x ( t ) , t ) = t# 该图有下列性质

( � ) 簇 ( Va @ Ua ) aI A覆盖W# 

( � ) 任意两个图 ( Va @ Ua , Wa ) , ( Vb @ Ub , Wb) (其中 a, b I A) 是 C
]
_相容的,因为若( Va

@ Ua) H ( Vb @ Ub) = U或若

  Wb : W
- 1
A : Wa ( ( Va @ Ua ) H ( Vb @ Ub) ) y Wb( ( Va @ Ua ) H ( Vb @ Ub) ) ,

  t |y t + tb - t a = u,

  Wa#W- 1b : Wb ( ( Va @ Ua ) H ( Vb @ Ub) ) y Wa( ( Va @ Ua ) H ( Vb @ Ub) ) ,

  u |y u + t a- tb = t

都为 C
] # 

( � ) 所有图空间与 Banach空间 R的半空间 HR等价# 

因此 ( Va @ Ua ) a I A为构造在R上有边界的 C
]
一维Banach流形# 进一步地,根据映射 x (#)

的连续性,方程(3) 和方程(8) 的等价性及后继初始点的选择,可以推导出 W是一个连通集# 
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A Regular Value of a Compact Deformation

J. M. Soriano

( Depa rtam ento de AnÀlisis MatemÀtico , Facultad de Ma temÀticas ,

Univer sidad de Sev illa , Aptdo . 1160, Sevilla 41080, Spain )

Abstract: Sufficient conditions were given to assert that between any two Banach spaces over K ,

Fredholm mappings share at least one value in a specific open ball. The proof of the result is construc-

tive and is based upon continuation methods.

Key words: regualr value; continuation methods; continuous dependence theorem; C 1_ homotopy;

proper mapping; compact mapping; fredholm mapping; topological complement; Sard_

Smale theorem
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