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解线性方程组的预条件
Gauss_Seidel 型迭代法

X

程光辉,  黄廷祝,  成孝予

(电子科技大学 应用数学学院,成都 610054)

( 顾元宪推荐)

摘要:  给出了解线性方程组的预条件 Gauss_Seidel型方法, 提出了选取合适的预条件因子# 并讨

论了对 Z_矩阵应用这种方法的收敛性,给出了收敛最快时的系数取值# 最后给出数值例子,说明

选取合适的预条件因子应用 Gauss_Seidel方法求解线性方程组是有效的# 
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引   言

求解线性方程组

  Ax = b, ( 1)

其中 A I R
n@ n 是非奇矩阵, b I R

n@ 1
, x I R

n@ 1# 若 A = M- N ,其中 M, N I R
n@ n并且M

是非奇的,则分裂迭代方法可以表示为

  x
( k+ 1)

= M
- 1
Nx

( k )
+ M

- 1
b,   k = 0, 1, 2, ,# ( 2)

在假设 aii X 0, i = 1, 2, ,, n 的条件下,不失一般性我们可以设

  A = I - L - U, ( 3)

其中 I是单位矩阵, - L和- U分别是严格下三角矩阵和严格上三角矩阵# 当M = I - L ,

N = U时,得到的是 Gauss_Seidel方法# 现在已有一些对 Gauss_Seidel方法的修改的预条件

法[ 1] ,提高了迭代法的收敛速度# 

给出了在某种假设条件下, 应用本文给出的预条件方法解( 1) , 比用直接方法解收敛速度

要快,同时也给出了方法的最优参数的取值范围# 因此,考虑线性预条件方程组

  �Ax = �b , ( 4)

其中

  �A = ( I + BS) A, �b = ( I + BS ) b, ( 5)
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  S =

0 0 , 0

0 0 , 0

s s s s

an1 0 , 0

,   B I R# ( 6)

由下式给出Gauss_Seidel法

  x
( k+ 1)

= ( I - L)
- 1
Ux

( k )
+ ( I - L)

- 1
b,   k = 0, 1, 2, ,# ( 7)

迭代矩阵为

  BG_S = ( I - L)
- 1
U# ( 8)

现在,我们考虑线性方程组( 4) , 其中

  �A = ( I + BS) A = ( I + BS- L - BSU) - U= �D - �L - �U, ( 9)

  �D = diag(�d 1, �d 2, ,, �dn) , �d i = 1, i = 1, ,, n - 1;�dn = 1+ Ba1nan1# 

下面,给出几个我们需要的定义和结果# 

定义 1[ 2]  矩阵 A是一个L_矩阵,如果 aii > 0, i = 1, ,, n, 并且 a ij [ 0,对所有的 i , j =

1, ,, n 且 i X j# 

定义 2[ 3]  矩阵 A是不可约的,如果矩阵 A 对应的图是强连通的# 

引理 1
[ 3]  若 A \ 0是不可约的 n @ n 矩阵# 则

1) A有一个正的实特征值等于它的谱半径; 2) Q( A) 对应的特征向量 x > 0; 3) Q( A) 是

A 的单特征值# 

引理 2[ 4]  若 A 是非负矩阵# 则

1) 如果 Ax [ Ax 对某一个非负向量x 且x X 0成立,则 A [ Q( A) ; 2) 如果 Ax [ Bx对

某一个正向量 x 成立,则 Q( A) [ B# 进一步, 如果 A是不可约并且若有0 X Ax [ Ax [ Bx ,

Ax X Ax和Ax X Bx 对某一非负向量x 成立,则

  A< Q( A) < B

且 x 是一正向量# 

1  预条件 Gauss_Seidel方法

在这部分中, 给出比用 Gauss_Seidel方法求解线性方程组( 1)收敛速度快的预条件 Gauss_

Seidel方法, 同时也给出了方法的最优参数的取值范围# 因此, 如果我们对( 4)用 Gauss_Seidel

方法,即得到预条件 Gauss_Seidel迭代法,迭代矩阵为

  BG_SB = ( I - L+ BS- BSU)
- 1
U# ( 10)

分别考虑由( 8)和( 9)定义的经典 Gauss_Seidel迭代矩阵和预条件 Gauss_Seidel迭代矩阵# 易知

BG_S和 BG_SB的第一列元素均为 0# 因此,我们可以把矩阵 BG_S 和 BG_SB分解为

  BG_S =
0 B0

0 B1
, BG_SB =

0 BB0

0 BB1
, ( 11)

其中 B1 和 BB1均为 n - 1阶方阵# 

现在,给出以下结果# 

定理 1  若 A 是Z_矩阵满足ani X 0和0 [ an1a1n < 1, - 1 [ B [ min(- ani / ( an1a1i ) ) ,

i = 2, ,, n - 1 (若 an1a1i = 0,记 1/ ( an1a1i ) = + ] )# 则

  ( I - L + BS - BSU)
- 1
U \ 0# 
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证明  易知

  L - BS + BSU =

    -

0 0 , , 0

a21 0 , , 0

s w w w s

an- 1, 1 , an- 1, n- 2 0 0

( B+ 1) an1 Ban1a12+ an2 , Ban1a1, n- 1+ an, n- 1 Ban1a1n

,

由于- 1 [ B [ min(- ani / ( an1a1i ) ) , 因此得到

  BG_SB = ( I - L+ BS- BSU)
- 1
U \ 0# 

定理 2  若 A 是不可约Z_矩阵满足ani X 0和0 [ an1a1n < 1# 则 B1和 BB1也是不可约

矩阵(其中 B1和 BB1 由( 11)定义)# 

证明  由文献[ 5]易证 B1和 BB1 也是不可约矩阵# 

定理 3  设 A = I - L- U是不可约 Z_矩阵并且满足ani X 0和 0 [ an1a1n < 1, BG_S =

( I - L)
- 1
U和BG_SB = ( I - L+ BS- BSU)

- 1
U分别是经典的Gauss_Seidel方法的迭代矩阵和

修改的Gauss_Seidel方法的迭代矩阵# 那么

1) 若 0 < K< 1, - 1 [ B< 0或 K> 1, 0 < B [ min(- ani / ( an1a1i ) ) , 则

  Q( BG_SB) < Q( BG_S)# 

2) 若 K= 1, - 1 [ B [ min(- ani / ( an1a1i ) ) 或 B= 0, 则

  Q( BG_SB) = Q( BG_S)# 

3) 若 0 < K< 1, 0 < B [ min(- ani / ( an1a1i ) ) 或 K> 1, - 1 [ B< 0, 则

  Q( BG_SB) > Q( BG_S)# 

证明  首先,存在一个正的向量 X使得

  BG_S X = KX, ( 12)

其中 K= Q( BG_S) , X = ( X1, ,, Xn)
T# 现考虑

  BG_SB X- BG_S X = ( I - L+ BS - BSU)
- 1
UX- KX =

    ( I - L+ BS - BSU)
- 1

[ UX- K( I - L + BS - BSU) X] =

    ( I - L+ BS - BSU)
- 1

(- KBS + KBSU) X =

    KB( I - L+ BS - BSU)
- 1

( SU- S) X =

    KB( I - L+ BS - BSU)
- 1 0, 0, ,, 0, - 6

n

i= 1

an1a1i Xi
T
=

    ( KBan1/ (1+ Ban1a1n) ) (0, 0, ,, 0, ( K- 1) X1)
T
=

    ( K( K- 1) Ban1/ (1+ Ban1a1n) ) (0, 0, ,, 0, X1)
T# ( 13)

( a) 如果0 < K< 1, - 1 [ B< 0,则 BG_SB X- BG_S X [ 0# 因此

  BG_SB X [ BG_S X# ( 14)

由 BG_SB=
0 BB0

0 BB1
,我们得到 Q( BG_SB) < K# 

如果 B= 0,则 BG_S = BG_SB,因此 Q( BG_SB) = Q( BG_S)# 

如果 0 < B [ min(- ani / ( an1a1i ) ) , 则

  BG_SB X- BG_S X \ 0且 BG_SB X- BG_S X X 0# 
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因此 BG_SB X \ KX, 即 BB1A> KA,其中 X =
X1

A
# 所以,由引理 2得

  Q( BB1) > K# 

即 Q( BG_SB) > K# 

( b) 如果 K> 1, - 1 [ B< 0,则 BG_SBX- BG_S X \ 0# 因此

  BG_SB X \ BG_S X# ( 15)

由 BG_SB=
0 BB0

0 BB1
,我们得到 Q( BG_SB) > K# 

如果 B= 0,则 BG_S = BG_SB,因此 Q( BG_SB) = Q( BG_S)# 

如果 0 < B [ min(- ani / ( an1a1i ) ) , 则

  BG_SB X- BG_S X [ 0且 BG_SBX- BG_S X X 0# 

因此 BG_SB X [ KX, 即 BB1A< KA,其中 X =
X1

A
# 所以,由引理 2得

  Q( BB1) < K

即 Q( BG_SB) < K# 

( c) 如果 K= 1,则 BG_SB X- BG_S X = 0, 引理 2得 Q( BG_SB) = Q( BG_S)# 

定理 4  在定理 3的条件下

( a) 若 0 < K< 1, - 1 [ B1 < B2 [ min(- ani / ( an1a1i ) ) , 则

  Q( BG_SB
1
) < Q( BG_SB

2
)# 

( b) 若 K> 1, - 1 [ B1 < B2 [ min(- ani / ( an1a1i ) ) , 则

  Q( BG_SB
1
) > Q( BG_SB

2
)# 

证明

  BG_SB
1
X- BG_SB

2
X = ( BG_SB

1
X- BG_S X) - ( BG_SB

2
X- BG_S X) =

    
K( K- 1) B1an1

1+ B1an1a1n
-
K( K- 1) B2an1

1+ B2an1a1n
(0, 0, ,, 0, X1)

T
=

     
K( K- 1) an1( B1- B2)

(1+ B2an1a1n ) (1+ B1an1a1n )
(0, 0, ,, 0, X1)

T# ( 16)

( a) 易知, ( 16)式右端小于 0, 引理 2知, Q( BG_SB
1
) < Q( BG_SB

2
)# 

( b) 易知, ( 16)式右端大于 0,引理 2知, Q( BG_SB
1
) > Q( BG_SB

2
)# 

注: 1) 如果 an1a1n \ 1,当- 1/ ( an1a1 n) < B [ min(- ani / ( an1a1i ) ) 时, 上面结论仍然成立# 

2) 若有某个 ani = 0, i = 2, ,, n - 1,当- 1/ ( an1a1 n) < B [ 0或- 1 [ B [ 0 时, 上面结论仍然成立# 

2  数 值算 例

这里给出一个数值算例, 验证第1部分的结论# 

例  设

  A =

1 - 0. 2 - 0. 3 - 0. 1

- 0. 1 1 0 0

- 0. 2 0 1 0

- 0. 4 - 0. 2 0 1

,

A 是一个不可约严格对角占优的Z_矩阵,因此是非奇M_矩阵# 显然 Q( BG_S) = 0. 122 0# 
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如果 B= - 1, 则

  �A =

1 - 0. 2 - 0. 3 - 0. 1

- 0. 1 1 0 0

- 0. 2 0 1 0

0 - 0. 28 - 0. 12 0. 96

, Q( BG_SB) = 0. 085 4# 

如果 B= - 0. 5,

  �A =

1 - 0. 2 - 0. 3 - 0. 1

- 0. 1 1 0 0

- 0. 2 0 1 0

- 0. 2 - 0. 24 - 0. 06 0. 98

, Q( BG_SB) = 0. 104 1# 

如果 B= 1, 则

  �A =

1 - 0. 2 - 0. 3 - 0. 1

- 0. 1 1 0 0

- 0. 2 0 1 0

- 0. 8 - 0. 12 0. 12 1. 040

, Q( BG_SB) = 0. 155 8# 
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Preconditioned Gauss_Seidel Type Iterative Methods

for Solving Linear Systems

CHENG Guang_hui,  HUANG Ting_zhu,  CHENG Xiao_yu

( School of Applied Mathema tics , Un iv er sity of Electr on ic Scien ce an d Technology of China ,

Chengdu 610054, P . R . China )

Abstract: The preconditioned Gauss_Seidel type iterative method for solving linear systems, with the

proper choice of the preconditioner, was presented. Convergence of the preconditioned method applied

toZ_matrices was discussed. Also the optimal parmeter was presented. Numerical results show that

the proper choice of the preconditioner can lead to effective the preconditioned Gauss_Seidel type iter-

ative methods for solving linear systems.

Key words: Gauss_Seidel method; preconditioned iterative method; Z_matrix
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