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摘要:  针对局部 Petrov_Galerkin无网格法( MLPG)等无网格方法的计算所产生的大型非对称稀疏

线性方程组,介绍了一种新的直接解法# 与一般非对称求解过程不同, 该解法从现有的对称正定解

法中演变出来, 其分解过程在矩阵的上、下三角阵中对称进行# 新的矩阵分解算法可以通过修改对

称矩阵分解算法的代码来实现,这提供了从对称解法到非对称解法的快捷转换# 还针对 MLGP 法

以及有限元法所产生的方程组开发了多块外存算法 ( multi_blocked out_of_core strategy)来扩大求解规

模# 测试结果证明该方法大幅度提高了大型非对称稀疏线性方程组的求解速度# 
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引   言

面向问题和机器的线性代数方程组的解法是计算力学研究中的一个基本课题# 在有限元发

展的50年间涌现了大量的解法,它们适用于在不同计算机环境下的有限元分析的求解[ 1~ 4]# 近

年来随着无网格法的发展,迫切需要研究无网格法方程组的一般性解法# 与有限元法的方程

组相比,局部 Petrov_Galerkin无网格法(MLPG) [ 5, 6]等无网格法的代数方程组的系数矩阵是非对

称的,但它的非零元分布几乎是对称的# 这启示人们可能借用有限元解法的研究成果来发展

无网格法的求解器# 

由于无网格方法逐渐走向工程问题的求解,无网络法的线性方程组的未知量数目也随着

研究的深入不断变大# 文献中解小例题的方法,例如: 满矩阵或带宽矩阵的三角分解已不能适

应求解大型应用问题的需求# 这一困难主要反映在求解时间和系数矩阵的大小上# 

本文研究并实现了一个针对无网格法的直接非对称矩阵求解器,它能够快速求解中到大
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型的非对称稀疏线性方程组# 其中最重要的部分是本文将着重讨论的三角分解# 近 10年来,

有限元法的求解技术取得了巨大的进步,其中最引人注目的是稀疏矩阵替代带宽矩阵和循环

展开[ 7, 8]# 

本文分为下面几个部分, 第1节回顾了稀疏矩阵的概念和相应的内存、外存储方案# 带有

循环展开技术的非对称 LDU分解将在第2节中介绍# 在第 3节中, 我们提出了外存非对称稀

疏解法的实现# 最后给出了几个实际工程应用问题的数值测试的结果和分析# 

在内存解法时与著名的稀疏求解器 SuperLU[ 9, 10]相比较,本文求解无网格法生成的线性方

程组所需要的时间有了大幅度减少# 与有限元方法的求解器类似,我们引入了分块外存解法,

大幅度地提高了在非并行计算机上问题的求解规模# 

考虑非对称的线性方程组

  Ax = b, ( 1)

其中, neq @ neq的矩阵 A = (A i, j ) , A i, j I R是一个大型稀疏矩阵,向量 x 和 b分别是待求的

未知向量和已知的输入向量# 

在MLPG等无网格法中,系数矩阵 A在数值上是非对称的, 但是 A的上三角和下三角部

分在非零元的分布上几乎是对称的# 对这样的方程组, 可以在矩阵 A中少量结构非对称的位

置填入零,使矩阵 A在结构上对称,然后改造对称矩阵已有的成熟方法进行计算# 

当MLPG法生成的系数矩阵 A的各阶顺序主子式全为正时,矩阵 A 可唯一地分解为

  A = LDU, ( 2)

其中, L和U分别是单位下三角和单位上三角矩阵, D是对角矩阵# 在完成三角分解之后,式

(1) 的求解可以分为 3个步骤: Ly = b, Dz = y , Ux = z
[ 11]# 当 A为对称矩阵- U = L

T# 

L 和U的计算是求解线性方程组(1) 中计算量最大的步骤# 如果矩阵 A是稀疏的,则一

般 L和 U也是稀疏的,但是矩阵 A 中的非零元数目小于分解之后上、下三角矩阵非零元数目

的和# 

1  存 储方 案

在数值计算中, 稀疏矩阵的存储一般可以选用行主元存储或列主元存储# 在行主元存储

中,矩阵被视作紧凑行向量的顺序组合# 在本文中,系数矩阵使用一种混合的存储方案# 在式

( 3)中, a, b , ,, i是上三角部分的非零元,在下三角部分它们的对称位置上也有非零元 a
*
,

b
*
, ,, i

* # 表 1中的数组 IA, JCA, PA和 QA为矩阵 A的行/列主元存储方案,其中上三角部

分在行主元形式下需要 3个数组 IA, JCA和PA来表示, 而它的下三角部分可以在列主元形式

下用 IA, JCA和 QA 表示# 数组 IA 是非零元的列/行指标数组 JCA以及它的数值数组 PA/ QA

的行/列索引# 上三角第 k 行的非零元个数为 IA( k) - IA( k- 1) (设 IA(0) = 0) ,这一数值也

是下三角第 k 列的非零元个数# 一般称( IA, JCA)为符号矩阵, ( PA,QA)为数值矩阵# 
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1. 1  内存储策略

在无网格法的系数矩阵 A中,一个节点相关的方程经常具有连续的编号,这样在 A 中相

应的行和列具有相同的稀疏结构# 这样一组连续的方程定义为 A 的超方程# 超方程的第 1

行称为主方程( master_equat ion) ,其他行称为从方程( slave_equation) # 由于超方程技术在有限元

求解中成功的应用[ 7] ,很自然的考虑到应用超方程来提高非对称情形下解法的性能# 一个整

型数组MASTERA( neq)便可表示超方程# 值为正的MASTERA ( i ) 表示从第 i 个方程开始的超

方程的大小,而值为 0的MASTERA ( i ) 表示第 i个方程是一个从方程# 例如,根据超方程的定

义,式( 3)中矩阵 A有 4个超方程,分别为 1 、2, 3, 4 、5 、6 # 

这种表示为超方程的稀疏矩阵 A可以用 Sherman压缩存储方案[ 12]来减少存储方案中列/

行指标数组 JCA的存储量# 修正后的列/行指标数组为 JA# 为了使用 JA, 还需要一个辅助数

组KA,来指出每一列/行的指标修正在 JA中的开始位置# 稀疏矩阵 A 的存储方案如表 1所

示,其中 neq是系数矩阵 A的阶数, nja是压缩的 JA的个数, nzr 是刚度矩阵上/下三角部分非

零元个数,即矩阵 A中总的非零元个数为 nzr @ 2- neq# 通常 njan nzr# 
表 1 矩阵存储方案

方程 1   2    3   4  5  6

IA( neq) 3   7    10   12  14  15

JA( nzr) 1 5 6 2 3 4 5 3 4 5 4 5 5 6 6

PA( nzr) 11 a b 22 c d e 33 f g 44 h 55 i 66

QA( nzr)  a * b*  c* d * e*  f * g *  h *  i *

KA(neq)

JA( nja)

MASTERA( neq)

1   4    5   6  8  10

1 5 6 2 3 4 5      5 6 6

1   3    0   0  1  1

  对于 A的因子矩阵 L/ U, 可以采用相同的数据结构 IU、JU、MASTERU、PU 和QU来表示,

但要注意它们的非零元个数与 A 的上下三角部分不同,这是因为在矩阵的三角分解过程中将

产生许多新的非零元,一般称之为填充元( fill_in. s) # 与 A 的超方程定义不同的是, 填充元的

产生将使得 U/ L中的不少相邻的行/列的对角块是满上/下三角矩阵,而其余的部分具有完全

相同的列/行指标集,或者说这些行/列具有相同的稀疏性( sparsity)# 这些相邻的行/列所对应

的方程被定义为 U/ L 的超方程[ 13]# 相应的数据结构是 IU, JU, MASTERU, PU和QU# 

1. 2  外存储策略

如果没有外存储策略,大型问题的一般求解方法是依靠虚拟内存系统,即允许操作系统在

内存和磁盘之间移动数据# 它的优点是不需要修改内存算法的程序,但经验表明它的速度很

慢# 

本文针对非对称矩阵的特殊性扩展了文献[ 13~ 15]中针对有限元计算的外存算法# 将矩

阵 A和它的分解因子上、下三角阵 L、U分别划分为相似大小的块# 根据消元的要求,至少有

两块可以同时安置于内存# 在本文中,块的大小要满足 5块以上可以同时放在内存中# 符号

矩阵和数值矩阵应该分别存储在不同的文件中,因为符号矩阵在数值矩阵分解之前生成# 

表2列出了针对 Sherman压缩稀疏存储方法的外存储方案# 矩阵 A的结构按行 / 列对称

的切分为 lblk块, 因子 L和 U分别按行和列切分为 lblu块# 每一块具有最大 laxt个记录# 整

型数组BOUND( lblk+ lblu) 表示每个块的主方程# 在 LDU分解和消元与回代的过程中,表 2
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中控制信息保留在内存中,它决定了内、外存储方案的选择# 
表 2 外存数据文件和分块

内容 数组 文件类型 记录长度 记录数目

控制信息
IA( neq) ,KA( neq) , KU( neq) , MASTERA( neq) ,

MASTERU( neq) , BOUND( lblk+ lblu)
顺序文件

符号矩阵 JA( laxt , lblk) , JU( laxt , lblu) 直接文件 laxt整型 lbla+ lblu

数值矩阵 PA( laxt, lblk) , QA( laxt , lblk) , PU( laxt, lblu) , QU( laxt , lblu) 直接文件 laxt浮点型 lblk+ lblu

2  稀疏 LDU分解

当矩阵 A 是各阶主子式大于零时, 求解器一般可分为几个独立的阶段: 符号刚度矩阵的

组装、填充元优化、符号分解、数值刚度矩阵的组装、数值分解以及消元与回代 # 对比本文解

法在 LDU分解过程和有限元线性方程组解法在( LDU)
T分解过程[ 13]中的相应阶段:本文使用

混合行_列主元的存储方法, 使符号分解只需要在矩阵上、下三角阵中的一个进行, 对称的非零

元位置使我们可以使用为对称方程开发的优化算法, 如 AMD[ 16]和 METIS [ 17]# 本文解法在对

称情形下做尽量少的更改,以期提供一个广泛适用的从对称求解器过渡到非对称求解器的解

决方案# 其中, 符号组装过程要考虑到无网格算法输出格式与有限元单刚矩阵的不同;数值组

装过程要考虑矩阵上、下两部分的数值数组 PA 和 QA,所以数值部分所需的内存空间是对称

情形的近两倍; 数值分解过程则要考虑上、下三角相互分解;消元与回代过程则分别使用上、下

三角,而对称情形时则使用两次下三角# 

2. 1  基本的 LDU分解

  由于使用混合行_列主元的存储方
法,本文的 LDU分解为 left_looking的形

式(或者称为 backward_reference) [ 18]# 算

法1描述了矩阵 A的 left_looking 形式的

LDU 分解算法# 子过程 RowColumn_

Task ( k, j ) 对A j, k和Ak , j 消元,即目标第

j 行 / 列用上 / 下三角阵 U/ L的第k 行

/列的倍数来消元# 子过程RowColumn_

Task( j , j ) 把目标 j 行/列非对角线元素

除以该行/列的对角线元素# 

文献[ 13]提出了对称情形的直接更

新法( direct updating method)来替代传统

算法 1  Left_looking LDU分解

 

For row j = 1: neq

 For k = all appropriate rows

  RowColumnTask(k, j )

 End

 RowColumnTask( j, j)

End

  算法 2  Left_looking LDU 分解的 FORTRAN伪码

 c_loop for all appropriate k

 k= CHAIN( j)

 do while ( k. gt. 0)

  kk= k

  k= CHAIN( k)

 c_RowColumnTask(k, j )

  ss= QU( IU( kk- 1) + 1) * QU( UPD( kk) )

  tt= PU(IU( kk- 1) + 1) * PU( UPD( kk) )

  do i= UPD( kk) , IU( kk)

   PU( UPD( JU( i) ) ) = PU(UPD( JU( i) ) ) - ss* PU( i )

   QU( UPD( JU( i) ) ) = QU(UPD(JU( i ) ) )- tt* QU( i)

  end do

 ,

 end do

 ,

 c_RowColumnTask( j, j)

 ss= 1. 0d0/ PU( IU( j- 1) + 1)

 do i= IU( j- 1) + 2, IU( j ) ! off_diagonal

  PU( i ) = PU( i) * ss

  QU( i) = QU( i) * ss

 end do

 ,

的分散_收集( scatter_gather)操作# 在算法 2中, 将这种方法应用到非对称的情形, 它用前面的
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行/列来更新第 j 行 / 列的数值 PU( l ) , QU( l ) | IU( j - 1) < l [ IU( j ) # 在这种情况下,

UPD( j : neq ) 作为从第 j 行/列的列号/行号到它们的PU/QU 位置的映射# 

2. 2  带有循环展开技术的 LDU分解

循环展开可以高效地结合在非对称稀疏求解器中# 在算法 1中, RowColumnTask ( k , j ) 和

RowColumnTask ( m, j ) 是相互独立的# 这样, k 循环内可不必顺序执行# 一种把 k循环内组织

起来的方法就是将若干连续的 k 循环体(即超方程)放在一起# 算法3列出了带有循环展开的

left_looking 实现,它展开了 k 循环# 

     算法 3  带有循环展开的 Left_looking LDU 分解

 For row j = 1: neq

  For mk = all appropriate master_rows

   SuperRowColumnTask(mk, j)

  End

  RowColumnTask( j, j)

 End

   算法 4  带有循环展开的 Left_looking LDU分解稀疏算法的 FORTRAN伪码

 c_SuperRowColumnTask(mk, j)

 if ( size(mk) . eq. 1) then

  ss= QU( IU( kk- 1) + 1) * QU(UPD( kk) )

  tt= PU( IU(kk- 1) + 1) * PU(UPD( kk) )

  do i= UPD(kk) , IU( kk)

   PU(UPD( JU( i) ) ) = PU(UPD( JU( i) ) ) - ss* PU( i)

   QU(UPD(JU( i ) ) )= QU( UPD( JU( i) ) ) - tt* QU( i)

  end do

 else if ( size(mk) . eq. 2) then

  ss0= QU( IU( kk- 1) + 1) * QU(UPD(kk) )

  tt0= PU( IU( kk- 1) + 1) * PU(UPD( kk) )

  ss1= QU( IU( kk  ) + 1) * QU(UPD(kk) + ksh1)

  tt1= PU( IU( kk  ) + 1) * PU(UPD( kk) + ksh1)

  do i= UPD(kk) , IU( kk)

   PU(UPD( JU( i) ) ) = PU(UPD( JU( i) ) ) - ss0* PU( i) - ss1* PU( i+ ksh1)

   QU(UPD(JU( i ) ) )= QU( UPD( JU( i) ) ) - tt0* QU( i) - tt1* QU( i+ ksh1)

  end do

 else if ( size(mk) . eq. 3) then

 ,

 ,

  这里, SuperRowColumnTask可以由一系列 RowColumnTask组合起来# 然而,本算法对目标 j

行/列消元的过程中,是以从第 mk 行/列开始的超方程中的主方程和从方程作为一个 Super-

RowColumnTask 的# 超方程的大小 n + 1作为循环展开的深度# 研究表明循环展开给矩阵计算

的效率带来显著的提高# 如果目标 j 行 / 列是从 mk 开始的超方程的一个从方程,这种情况下

从 mk 开始的超方程大小可临时改为j - mk# 

超方程中的行/列有相同的稀疏结构,即除了对角元处的子矩阵外,这些行/列的元素具有

相同的列号/行号索引# 这样,很容易将算法 3中的伪代码改为算法 4中循环展开的形式# 

在现代计算机体系结构中,广泛的应用了高速缓冲存储器、指令级的并行等特性来提高计
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算机的性能[ 19]# 循环展开技术使编译器减少了索引变量的开支, 稀疏 LDU分解中的循环展

开增强了算法使用指令交错( instruct ion interleaving)的能力# 如果两条指令的结果没有相互依

存的关系, CPU可以在前一条指令没有完成之前发出新指令而不会引起硬件冲突# 指令交错

就是使用这种指令级的并行性的技术# 在指令交错中, 如果一条指令需要等待前一条指令的

处理结果,其他的指令将插入到这两条指令之间来利用这个等待的时间# 要使用指令交错,循

环体需要足够大,这样可以有足够多相互之间独立的指令# 循环展开技术就是通过增加循环

体的大小来达到这种目的# 

3  外存储 LDU分解

可以观察到,方程_超方程形成了 LDU分解过程的层次结构# 用前面提到的分块的概念

作为这个层次结构的前一层, 分块分解的算法可如算法 5描述# 

在这里, 根据不同的稀疏算法, 一个 BlockTask 可包括多个 RowColumnTask 或 SuperRow-

ColumnTask# 与算法2和算法 4类似,可以建立一个连接块的链表 BCHAIN( nblu) , 来链接与当

前被消元的块相关的所有块# 除此之外, 在 BlockTask( BK, BJ)中需要一个链表筛选器( chain

f ilter)来标识当前方程的消去链中所链接的超方程是否在块 BK中# 

  算法 5 Left_looking分块 LDU分解

 For BJ= 1: nblu

  Init ialize block BJ

  For BK= all appropriate block

   Load block BK

   BlockTask( BK, BJ)

  End

  BlockTask( BJ, BJ)

  Save block BJ

 End

  算法 6   Left_looking分块 LDU分解算法

 For BJ= 1: nblu: ntblk

  Initialize blocks BJ, BJ+ 1, ,, BJ+ ntblk- 1 to a big block BJJ

  For BK= all appropriate block

   Load block BK

   BlockTask( BK, BJJ )

  End

  BlockTask( BJJ, BJJ)

  Save block BJ, BJ+ 1, ,, BJ+ ntblk- 1

 End

  当ntblk+ 1( ntblk> 1)个块可以被安置在内存中时,我们将连续的 ntblk个目标块放在内存

中# 算法 6描述了我们的多块 LDU分解(multi_block LDU factorization) 的实现# 当然, 如果

设块 BJ为块 BJ, BJ+ 1, ,, BJ+ ntblk- 1的主块, 块链表 BCHAIN( nblu)现在只需要从每 ntblk

块开始# 在我们的外存储算法的测试中,算法 6一般比算法 5需要更少的 LDU分解时间# 

多块 LDU分解使用目标块循环的循环展开技术来减少外存储算法的磁盘 I/ O# 将内存

空间分为两块时,所有的相关块都需要在每次目标块需要的时候读取一次# 而在多块 LDU

分解算法中,内存空间被分为 ntblk+ 1块# 这样将目标块循环展开后, 所有相应的块在每ntblk

个目标块需要的时候才读取一次# 数值试验表明,与两块算法相比,使用多块 LDU分解算法

时,磁盘 I/ O可以大幅度减少# 

4  数 值算 例

首先用局部 Petrov_Galerkin无网格法( MLPG)生成的算例( PKUML* )来评估本文解法的性

能,进一步测试了选自欧洲 PARASOL 项目收集的对称算例,用对称矩阵退化到非对称来验证

解法的正确性# 这些算例相应的系数矩阵的阶数在 34 191到 501 501之间, 都已在实际工程

或科研项目中应用# 各算例的简要说明见表 3# 
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表 3 测试算例说明

题目 描述 结构 neq nzr

PKUML01 MLPG方法的方板线性静力分析, 131@ 131 非对称 34 191 1 968 955

PKUML04 MLPG方法的 2维静态裂纹分析, 201@ 201 非对称 80 601 4 653 525

PKUML05 MLPG方法的梁线性静力分析, 151@ 391 非对称 117 691 8 817 691

PKUML07 MLPG方法的梁线性静力分析, 161@ 701 非对称 225 021 16 900 141

PKUML08 MLPG方法的方板线性静力分析, 501@ 501 非对称 501 501 33 554 431

Hood 篷盖 对称 220 542 5 494 489

BMW7st_1 轿车车体的线性静力分析 对称 141 347 3 740 507

BMWCRA_1 轿车曲轴模型 对称 148 770 5 396 386

CRANKSG2 机轴细节的线性静力分析 对称 63 838 7 106 348

PWTK 受压的风洞 对称 217 918 5 926 171

4. 1  内存算法数值测试

内存算法数值测试的目的是与其他稀疏直接解法进行对比, 本文的比较对象是广泛应用

于科学工程计算的稀疏求解器 SuperLU# 该测试是在基于 Intel Pent ium IV 3. 0G CPU的 PC上

完成的,其中本文解法在Windows平台运行, SuperLU 在 Linux 平台运行# 独立的测试表明,

Windows和 Linux下的数值运算速度没有本质的差别# 表 4的内存解法项中列出了以上算例

在两种解法中测试的表现# 可以看出在两种解法中,本文的解法总的来说比 SuperLU 需要较

少的求解时间# 

4. 2  外存算法数值测试
当求解超出内存范围的大型算例时,内存算法无法求解,而使用操作系统的虚拟内存时效

率很低,所以需要使用本文的分块外存算法# 本测试的目的是, 内存大小分别限制为 128 Mb、

256 Mb和 512 Mb时,比较外存算法对求解规模和求解效率的影响# 从表 4中本文算法与 Su-

perLU的对比可以看出,当在小内存机器上求解大型题目时,本文的外存算法优势明显# 所以

当机器内存较大时, 可求解一般算法在非并行机上不可解的大型题目,比如具有 501 501个方

程数和33 554 431个非零元的算例PKUML08在 512 Mb的内存条件下即可求解# 由此可见,外

存算法可以求解更大型的题目,并提高求解的效率# 
表 4 算例测试

题目
本文分解时间 t /s

128 Mb 256 Mb 512 Mb 内存解法

SuperLU 分解时间 t / s

128 Mb 256 Mb 512Mb 内存解法

PKUML01 80. 98 60. 24 - 30. 62 174. 11 47. 90 - 37. 19

PKUML04 466. 20 307. 05 210. 45 114. 14 3 492. 00 380. 97 244. 12 194. 91

PKUML05 498. 55 473. 34 329. 81 187. 20 N/ A 888. 53 496. 02 196. 11

PKUML07 N/A * 1 079. 56 825. 03 472. 33 N/ A N/ A N/ A N/ A

PKUML08 N/ A N/ A 3 449. 41 N/ A N/ A N/ A N/ A N/ A

Hood 39. 29 37. 78 - 8. 20 2 172. 37 395. 57 73. 22 28. 33

BMW7st_1 37. 53 - - 10. 88 803. 91 214. 60 59. 80 40. 35

BMWCRA_1 227. 25 229. 00 224. 56 52. 61 8 322. 17 1 622. 85 907. 08 336. 55

CRANKSG2 161. 22 160. 70 - 41. 72 4 645. 28 712. 51 401. 73 228. 29

PWTK 151. 91 75. 39 - 21. 06 1 756. 12 753. 79 301. 34 102. 46

 * / N/ A0指在该算例在所限制内存条件下无法求解; / - 0指该算例在此内存条件下为内存解法# 
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5  结   论

本文详细讨论了带有循环展开和外存储策略的非对称稀疏矩阵 LDU分解的算法和实现# 

介绍了矩阵 A和因子L、U的结构定义的超方程, 并由此引入了可以大幅度减少符号矩阵大小

的混合行 _列主元的存储方案# 并且,因子 L和U可以共同使用相同的超方程# 对应于这种

压缩存储方案, 超方程很方便的应用在 LDU分解的符号阶段和数值阶段# 讨论了外存储策

略而扩展了该算法的求解范围,使其广泛适用于无网格法# 基于适当的存储方案, 实现了循

环展开的稀疏矩阵 LDU分解# 分块外存算法在外存储策略的基础上进一步提高了算法的效

率# 数值测试表明, 本文的求解过程在时间和存储空间上非常高效# 
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High Performance Sparse Solver for Unsymmetrical Linear

Equations With Out_of_Core Strategies

and Its Application on Meshless Methods

YUAN Wei_ran1,  CHEN Pu1,  LIU Kai_xin1, 2

( 1. LTCS &Depar tment of Mechanics and Aerospace En gin eer ing , Peking Univ er sity ,

Beijing 100871, P . R . China ;

2. En gineer ing Resear ch In stitute , Pekin g Un iver sity , Beijin g 100871, P . R . China )

Abstract: A new direct method for solving unsymmetrical sparse linear systems( USLS) arising from

meshless methods was introduced. Computation of certain meshless methods such as meshless local

Petrov_Galerkin (MLPG) method need to solve large USLS. The proposed solution method for unsym-

metrical case performs factorization processes symmetrically on the upper and lower portion of ma-

trix, which differs from previous work based on general unsymmetrical process, and attains higher

performance. It is shown that the solution algorithm for USLS can be simply derived from the existing

approaches for the symmetrical case. The new matrix factorization algorithm in the method can be

implemented easily by modifying a standard JKI symmetrical matrix factorization code. Multi_blocked

out_of_core strategies were also developed to expand the solution scale. The approach convincingly in-

creases the speed of the solution process, as is demonstrated with the numerical tests.

Key words: sparse matrices; linear equations; meshless methods; high performance computation
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