
文章编号: 1000_0887(2006) 10_1226_09 n 应用数学和力学编委会, ISSN 1000_0887

吴消元法在 Lagrange和 Hamilton

方程中的应用
X

贾屹峰
1
,  陈玉福

1
,  许志强

2

( 1.中国科学院 研究生院 数学系,北京 100049;

2.中国科学院 系统科学与数学研究院, 北京 100080)

(张鸿庆推荐)

摘要:  主要借鉴吴消元法, 研究带约束动力学中多项式类型 Lagrange方程和 Hamilton 方程,提出

了一种求约束的新算法# 与以前算法相比,新算法无需求 Hessian 矩阵的秩, 无需判定方程的线性

相关性, 从而大为减少了计算步骤, 且计算更为简单# 此外, 计算过程中膨胀较小, 且多数情形下

无膨胀# 利用符号计算软件,新算法可在计算机上实现# 
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引   言

动力学中的 Lagrange函数是关于 n 个广义坐标, n 个广义速度和时间 t 的函数# 如果La-

grange函数的Hessian矩阵是非奇异的,那么这个系统被称为正则的,否则, 称为退化的# 在现
实中,一些很重要的物理系统和力学系统都是退化的, 例如重力场的Einstein理论,用电势描述

的电磁场理论等,所以研究退化的动力系统是很有必要的# 
变分在动力学研究中起了很重要的作用,利用变分原理,可以得到动力学基本方程: Euler_

Lagrange方程# 正则的系统, Euler_Lagrange方程可以通过 Legendre 变换, 变为形式简洁而且对

称的Hamilton方程# 退化的系统,带有一些约束, 需要求出;变量之间有一些关系,也要找出

来,最后得到的方程为带约束的 Euler_Lagrange 方程# 相应的, 退化的动力系统, Euler_Lagrange

方程也可以经过 Legendre变换,变为带约束的 Hamilton方程# 如何求出约束,找出变量之间的

关系,就显得非常重要# 比较经典的方法有 Shanmugadhasan 在文献[ 1]中描述的方法和 Dirac

方法[ 2~ 4]# 这两种方法都要首先确定 Hessian矩阵的秩和判定 Euler_Lagrange 方程的线性相关

性# 一般情况下,Hessian矩阵是一个函数矩阵, Euler_Lagrange方程的系数也是函数, 因此确定

Hessian矩阵的秩和判定线性相关性比较困难; 另外 Dirac 方法还需要求函数矩阵的逆, 同样计
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算比较困难# 在物理学和力学中,许多系统的 Lagrange函数都是多项式函数,从而得到多项式

类型的Euler_Lagrange方程和Hamilton方程# 对于多项式类型的Hamilton方程, 文献[ 5]中给出

了求约束的对合算法,该算法可以在计算机上实现, 但是在计算过程中需要延拓和完备化,中

间过程膨胀较大,从而使计算量增大# 

本文主要完成了以下工作,在研究了上述几种方法之后,首先给出了前两种方法具体的实

现步骤, 使得整个方法看起来比较清晰;其次, 在对上述两种算法做了分析之后,结合吴消元

法[ 6, 7] ,对多项式类型的 Euler_Lagrange 方程和 Hamilton方程提出了一种求约束新的算法# 新

算法和前两种方法相比, 不用计算Hessian 矩阵的秩和判定以函数为系数的方程的线性相关

性,而且易于在计算机上实现, 最后的表达形式为梯形形式# 和前两种方法相比,形式更为简

洁# 新算法和对合法相比,首先计算步骤比对合法少, 且在计算机上易于实现,因为新算法把

原方程按代数方程处理, 而对合法是把原方程按微分方程来处理;其次,新算法不需要延拓和

完备化,所以中间过程膨胀较小,计算量比对合法大为降低# 新算法得到的结果与 Shanmugad-

hasan描述的方法和 Dirac方法一致,但表达形式更为简洁# 

1  吴代数消元法

k 是特征为0的域, k [ u1, ,, u s, x1, ,, x n] 是 k 上的多项式环,多项式环中变量分为两组:

  u1, ,, u s; x 1, ,, xn ;
u1, ,, u s作为参变量, x 1, ,, xn是主变量# p 是一多项式, p 中出现的最大下标的变量称为主

变元,主变元的下标称为 p 的类,记作 CLS( p ) ;如果 x 1, ,, xn 在 p 中不出现,则类为 0, p 称为

平凡的# 在 p 中关于某一变元xl的最高次幂记作 degx
l
p = dl ; 设 p 的类为 l , ( l , d l ) 称为多项

式 p 的秩# 主变元的最高次幂的系数称为 p 的初式,记作: I ( p )# 对于每一个多项式,就可以

按主变元的降幂写出# 

定义 1. 1  对于两个非零多项式 p、q , 如果

1) CLS( p ) > CLS( q) , 或者

2) CLS( p ) = CLS( q) = l > 0,但 degx
l
p < degx

l
q ,

则称 p 小于 q, 记作 p < q ;如果 p 和 q 有相同的秩,则称 p 和 q 等价, 记作 p ~ q# 
定义 1. 2  对于两个非零多项式 p、q, 如果 degx

l
q < degx

l
p ,其中CLS( p ) = l > 0,则称 q

关于 p 是约化的# 

定理 1. 3  对于两个非零多项式 p、q ,其中 CLS( p ) = l > 0# 

  p = cm x
m
l + cm- 1x

m- 1
l + ,+ c1xl + c0,

  q = dnx
n
l + dn- 1x

n- 1
n + ,+ d1x l + d0,

则存在 g , r I k[ u1, ,, us , x 1, ,, xn ] , s I N使得

  I ( p )
s#q = g#p + r , ( 1)

且 degx
l
r < m, (1) 式称为 q 关于 p 的带余除法,记作Re( q , p ) , r 称为余式;

设 P = p 1, ,, pk ,是一多项式集, q 是一非零多项式,记

  rk = Re( q, pk ) , r k - 1 = Re( rk , p k- 1) , ,, r1 = Re( r2, p 1) , ( 2)

( 2)式称为 q 关于P 的带余除法,记作 Re( q, P )# 

对于两个多项式集 P、Q, 我们常记

  Re( Q, P) = Re( q , P ) | Re( q, P ) X 0, q I Q # ( 3)

定义 1. 4  p 1, p 2, ,, p k 是一组多项式, 如果有
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  p 1 < p 2 < ,< pk , ( 4)

则称( 4)式为升列;数域 k 中任一非零常数构成的特殊升列称为矛盾升列;如果 p i 关于 p 1, ,,

pi- 1都是约化的,则称( 4)式是为约化升列# 

对于两个约化升列

  P: p 1, ,, p k ; Q: q 1, ,, ql# 

如果有 j [ min k, l , 使得

  p 1 ~ q1, ,, pj- 1 ~ qj- 1,   pj < qj ;

或者 l < k , 且

  p 1 ~ q1, ,, pl ~ ql ,

则称 P 小于Q, 记作 P < Q# 如果 l = k, 并且对所有的 j [ l ,有 pj ~ qj ,则称 P 和Q 等价,

记作 P ~ Q# 

定理 1. 5  P 是一非空多项式集, 根据上面给出的约化升列的序, P 一定存在极小的约化

升列, P 的极小约化升列称为基列; P 的约化升列G 是基列当且仅当P \ G 不存在关于G 约化

的非零多项式[ 7]# 

上面的定理也给出了求一个有限多项式集基列的方法,下面具体给出求基列的算法# 

算法 1

[输入] : 多项式集 Q

[输出] : Q 的基列Bs

Step1  令 Bs = ª ,先在 Q中找出一个秩最低的多项式f# 若CLS( f ) = 0,则 f 就是基列,

Bs = Bs G f ,输出 B s; 否则转入下一步;

Step2  Q = Q \ Bs,如果 Q = ª 或关于Bs都是非约化的,则输出 B s,否则找出 Q所有关

于 B s约化的多项式,取秩最小的一个 f , Bs = Bs G f , 返回 Step2# 

注  由于 Q是有限的, 所以该算法能够在有限步内结束# 

定义 1. 6  对于任意有限多项式集 P = g1, ,, gd , Zero( P) 是P 的零点集# 多项式集

C 称为P 的特征列,如果 C 满足以下条件:

1) C 是一非矛盾升列;

( 2) Zero( P ) < Zero( C ) ;

( 3) Re( P , C) = ª# 

这里 Zero( P ) = v I k
n
| p ( v) = 0, Pp I P # 

下面给出求特征列的算法# 

算法 2

[输入] : 多项式集 Ps

[输出] : P s 的特征列 A s

  Ps = P s1  Ps2  ,  Psk

B s1  Bs2  ,  Bsk = A s

Rs1  Rs2  , R sk = ª# 

其中 B si是P si的基列, Rs i = Re( Ps i \ Bsi , Bs i ) 且 Rsi X ª, Ps i = Psi- 1 G B si- 1;如果某一 Bs i

是一平凡多项式,则终止循环,输出 Bsi# 

定理 1. 7(零点分解定理)  设 P = p 1, ,, pn 是一多项式集, F = f 1, ,, f s 是它的一
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个特征列, Ii 是f i 的初式, i = 1, ,, s, 则

  Zero( P ) = Zero( F/ J ) G G
s

i= 1
Zero( P , Ii ) , ( 5)

其中 J 是各个初式Ii的乘积;而多项式集 P G Ii又可以利用算法2求其特征列 F i , 如此继续,

最终可得

  Zero( P ) = G
j= 1

Zero( Fj / Jj ) , ( 6)

其中 Jj 是Fj 中各个初式的乘积# 

2  动力学中的 Lagrange方程与 Hamilton方程

文献[ 1~ 4]给出了求退化的 Euler_Lagrange 方程和Hamilton方程约束的方法# 在上述文献

中,这些方法是以描述性的语言给出的,为了进一步对上述算法进行研究, 并加以改进,或者以

此为基础提出新的算法, 我们首先对文献中描述的方法进行了改写,以算法的形式给出, 改写

后的算法也更加简洁# 

在介绍 Langrange方程和Hamilton方程之前, 先给出下面两个定义# 如果不特别说明,此

后,在方程里出现两个相同的上标或者是下标,就表示求和# 

定义 2. 1  设 (f ij )是一个 n @ n矩阵,其中 f ij = f ij ( x 1, ,, xs )是( x 1, ,, x s) I F
s
的函数,

F 是一数域,当(f ij ) 的行列式不恒等于 0时,称(f ij ) 非奇异,否则称为奇异的# (f ij ) 非奇异子

阵的最大阶数称为( f ij ) 的秩# 

定义 2. 2  设 f i = ( f i 1, ,, f in) 是一向量,其中 f ij = f ij ( x 1, ,, xs ) 是( x 1, ,, xs) I F
s 的

函数,且 f ij I C
k
( F

s
)# f i , i = 1, ,, n线性相关当且仅当存在不全为零的vi I C

k
( F

s
) , i = 1,

,, n, 使得
  vi#f i = 0# 

在具有有限个自由度的系统中,运动方程用广义坐标 qi , i = 1, ,, n和广义速度Ûqi , i = 1,

,, n 可以描述为

  A = Q
t
2

t
1

L ( t , qi , Ûq i )dt ,

其中 L 是Lagrange 函数# 利用变分原理,可以得到物体运动的 Euler_Lagrange方程:

  d
dt

5L
5Ûqi =

5L
5 qi

  ( i = 1, ,, n)# ( 7)

当Hessian矩阵

  [ Wij ] =
52L

5Ûqi5Ûqj ( 8)

非奇异时, Euler_Lagrange 方程称为正则的, 否则称为是退化的# 本文主要研究退化的 Euler_

Lagrange方程# 对于退化的Euler_Lagrange 方程,有一些约束,称为Lagrange约束# ( 7)式可以改

写为

  Wij#&qj = 5L
5qi -

52L
5Ûqi5t -

52
L

5Ûqi5qj Ûqj = A i# ( 9)

Lagrange方程实际是一微分方程组, 记为 L s# 文献[ 1]中给出了求 Euler_Lagrange 方程约束的

方法,但只是描述性的给出,该方法加以总结,可以给出如下算法# 设 ( W ij ) 的秩为 n - r# 

算法 3

[输入] : Euler_Lagrange方程 Ls
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[输出] : 带约束的 Lagrange方程

Step1  确定Hessian矩阵的秩,设秩为 n- r ,则在方程(7) 或(9) 中有 n - r 个方程是线性

独立的,找出这 n - r 个方程# 则其余 r 个方程可以被这n - r 个方程线性表出, 且这 r 个方

程可能退化为如下形式:

  Bk ( t , qi , Ûq i ) = 0   ( k = 1, ,, r ) ; ( 10)

Step2  确定矩阵 (5Bk / 5Ûqi ) 的秩, 如果秩为 r , 则上面 r 个方程相互独立, 转入 Step3; 否

则,如果秩为 rc< r ,则和 Step1类似,可以找出 r - rc个退化的方程

  Cl ( t , qi ) = 0   ( l = 1, ,, r - rc) ; ( 11)

Step3  求相容条件:

  ÛBk ( t , qi , Ûq i ) = 0, ÛC l ( t , qi ) = 0; ( 12)

Step4  设 B s = ÛB 1, ,, ÛBr , Cs = ÛC1, ,, ÛCr ,如果 L s等于 Ls G Bs G Cs,结束循环,输

出 Ls ,否则,令 L s = L s G B s G Cs, 返回 Step1# 

输出的 L s中,含 &q 是运动方程,其余的是约束# 运动方程必须满足约束,应将约束代入运

动方程# 最后得到带约束的 Euler_Lagrange方程# 由于 Euler_Lagrange方程是有限的,最高阶导

数不超过 2,所以上述算法可以在有限步内完成# 在有些文献中[ 5] ,把不含有对 t 一阶导数,

也就是不含有速度的约束称为 A型约束;把含有对 t一阶导数, 也就是含有速度的约束称为 B

型约束# 本文把这两者统一称为约束# 

Euler_Lagrange方程经常化为Hamilton 方程来研究# 带约束的Hamilton方程, Dirac 引入弱

相等/ U0和强相等/ @ 0[ 2~ 4]
,利用 Possion 括号,给出了求约束的方法,称为 Dirac 方法# 引入

动量和Legendre变换:

  p i =
52
L

5Ûq i
( t , qi , Ûqi ) , ( 13)

  H c = pi Ûqi - L , ( 14)

式( 13)可以看成一个坐标变换,Hessian矩阵就是坐标变换的 Jacobi矩阵# 如果 Hessian矩阵非

奇异,根据隐函数定理, Ûq i , i = 1, ,, n 可以被显式表示# 如果 Hessian矩阵是奇异的,设它的

秩为 R,经过计算, 从式(13) 可以解出 R 个Ûq,并得到 n - R 个方程

  p r = g r( q, p ) ,  r = R + 1, ,, n# ( 15)

式( 15)称为首约束,有时也写成隐式形式 Hr ( q, p) = 0# 把解出R 个Ûq和(15) 式代入(14) 式,
得到的H c称为规范的Hamilton函数# 引入乘子 Kr , r = 1, ,, n - R , Kr为待定函数# 可得首

Hamilton函数和运动方程:

  H p U H c+ KrHr, ( 16)

  Ûqi U
5H c

5pi
+ Kr

5Hr
5p i

, Ûp i U-
5H c

5qi
- Kr

5Hr
5 qi

# ( 17)

首约束( 15)必须满足相容条件,对时间 t 求导等式仍然成立,可得 n - R 个方程

  ÛHb( t , q, p) = 0# ( 18)

在引进Poisson括号后,任意函数 g ( t , q, p) 对 t 求导可以写为

  Ûg = 5g
5t + [ g, H ] + Kr [ g , Hr ]# ( 19)

把( 18)式代入( 19)式, 并移项,则有

  Ks[ Hs, Kr ] U
5Hb
5t + [ Hb , H ]# ( 20)
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式( 20)是关于 K的线性方程组,它的系数和非齐次项都是多项式# 当系数矩阵非奇异时,非齐

次项不是零向量,则有唯一非零解,解出 K并代入首Hamilton函数和运动方程;非齐次项是零

向量,只有零解,这是一种特殊情况,这里不做研究# 当系数矩阵奇异时,如果系数矩阵的秩和

增广矩阵的秩相同, Kb 有解,其中有些是任意的; 如果系数矩阵的秩小于增广矩阵的秩, 则有

新的约束产生# 新的约束也必须满足相容条件,得到新的关于 K的线性方程,和原方程构成

新的线性方程组, 再继续上面的讨论# 如此继续, 直到没有新的约束产生, 解出 K代入首

Hamilton函数和运动方程,得到Hamilton函数和Hamilton运动方程# 新约束称为次约束# 上述

步骤可以在有限步内结束# Dirac方法的详细推导过程可以参阅文献[ 2~ 4] # 归纳如上所述,

可以得到下面的算法# 

算法 4

[输入] : Lagrange函数 L s

[输出] : 带约束的Hamilton运动方程

Step1  计算动量 pi ;并解出 Ûq, 不含 Ûq 的方程就是首约束H;

Step2  进行 Legendre 变换,得到运动方程# 如果没有首约束, 转入 Step4# 否则引入乘子

K,计算首 Hamilton函数 H p# 求首约束的相容条件,得到 K的线性方程组H s;

Step3  求解 H s,如果有新约束,记作 Hs,求相容条件 ÛHs, H s = H s G ÛHs, 返回Step3;

Step4  将 K代入H p 和运动方程,输出H p、Hs 和运动方程# 

3  利用吴消元法分析动力学方程

研究带约束的动力学系统,首先要求出所有的约束# 利用算法 3求 Euler_Lagrange 方程的

约束时,确定Hessian矩阵的秩和找出线性独立的方程比较困难# 在算法 4中, 引入动量, 首先

要从式( 13)中解 Ûq, 看是否有首约束,式(13) 是多项式方程组,求解 Ûq 并不容易# 其次,如果有

首约束,引入乘子,计算相容条件,得到线性方程组( 20) ,虽然是解线性方程组,但系数是多项

式,求解也不容易# 分析算法 3和算法 4,可以看出 Euler_Lagrange 方程和Hamilton 方程实际都

被看成代数方程,只是在求约束时加入了相容条件, 所以我们把吴消元法和算法 3、算法 4相

结合,给出一种求带约束的Euler_Lagrange方程和Hamilton方程的新算法# 

在新的算法中,把 Euler_Lagrange 方程看成以 q、Ûq、&q为未知元的代数方程组L s# 给定一个

序,首先利用算法2求出L s特征列 Bs, Bs中不包含&q i的方程就是约束,必须满足相容条件# 求

出所有的相容条件, 并把所得相容条件添加到原方程 L s中,仍记为 L s;再求L s 特征列 Bs 和相

容条件,如此继续,直到 B s 不再改变,也就是没有新的约束出现, 这时 Bs 即为带约束的 Euler_

Lgarange方程# 对Hamilton方程,首先引入动量( 13) ,把式( 13)看成关于 q、Ûq、p 的多项式, 求
式(13) 的特征列,特征列中不含 Ûq 的方程就是首约束# 如果没有首约束,系统是正则的, 进行

Legendre变换,得到Hamilton函数 H 和运动方程# 如果有首约束,则系统是退化的,引入乘子

K, 得到规范Hamilton函数H c和首Hamilton函数H p,求首约束的相容条件,得到关于 K的线性

方程组H s,求H s的特征列 Bs,如果 Bs 中有新的约束出现, 继续求相容条件,又得到新的方程,

新方程和H s合在一起,再求特征列,直到没有新的约束出现# 最后得到的特征列 Bs是含有乘

子 K和约束的多项式组,解出 K,代入首 Hamilton函数 H p和运动方程(17) , 最终得到Hamilton

函数H 和Hamilton运动方程# 在这里并不解出 K, 而是用多项式带余除法# 用 B s中含 K的

多项式去除 H p和运动方程( 17) ,从第 1节式( 1) ~ ( 4)可以看出, 多项式带余除法实际也是一
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种代入# 下面给出新算法# 对 Lagrange 系统, 利用算法 5可以直接得到 Lagrange 约束# 对

Hamilton系统,为了编程方便,算法分为两个# 算法 6判断是否正则,如果是退化的, 求出首约

束# 算法 7求出所有的次约束# 

算法 5

[输入] : Lagrange函数 L

[输出] : 带约束的 Euler_Lagrange 方程

Step1  给定序满足:

  q1 < q2 < ,< qn < Ûq1 < Ûq 2 < ,< Ûq n < &q 1 < &q2 < ,< &q n; ( 21)

根据 L ,求 Euler_Lagrange方程,记为 L s# 令 Cs = ª;
Step2  求 L s 的特征列 Bs,从 Bs 找出所有不含关于 t 的二阶导数的方程,记为 D s# 如果

Cs 等于 D s, 转入 Step4# 否则转入Step3;

Step3  令 C s= D s G Cs, C s中所有的方程对 t求一阶导数,记为DCs# 令Ls = L s G DCs ,

返回 Step2;

Step4  Cs 代入 L s# 输出 Ls# 

算法 6

[输入] : Lagrange函数 L

[输出] : Ûq的显式表达式和首约束
Step1  给定序满足:

  q1 < ,< qn < p 1 < ,< pn < Ûq 1 < ,< Ûqn; ( 22)

Step2  并令 Cs = ª# 计算

  p i =
5L
5Ûqi

, ( 23)

记 P s = pi - 5L /5Ûqi i = 1, ,, n # 求 P s 的特征列,记为 Bs ;

Step3  从 B s 中找出不含 Ûq 的方程,添加到 Cs, Bs = Bs - Cs, 输出 Bs 和 Cs# 

如果 Cs 是空集,系统是正则的,否则是退化的# 正则的不再研究# 退化的,引入乘子 K,

得到规范Hamilton函数和首Hamilton函数# 利用算法 7求出次约束和乘子, 并代入首Hamilton

函数和运动方程# 运动方程( 17)记作 M s# 

算法 7

[输入] : 首Hamilton函数H p,首约束 Cs 和运动方程 M s

[输出] : Hamilton函数 H ,Hamilton运动方程 M s和约束 D s

Step1  给定序满足:

q 1 < ,< qn < p 1 < ,< p n < Ûq 1 < , < Ûqn < Ûp 1 < ,< Ûp n < K1 < ,< KR;

( 24)

Step2  求 Cs 的相容条件,记作 P s;

Step3  求 P s的特征列 Bs 并从中取出不含 K的方程, 记作 D s# 如果 D s 是空集, 转入

Step4, 否则,求 D s 的相容条件,记作H s# 如果H s 等于 D s ,转入 Step4,否则 P s = P s G H s , 返

回Step3;

Step4  H = Re(H p, ( B s- D s ) ) , H s = Re(M s, ( Bs - D s) ) ,输出 D s、H 和H s# 

由算法 2和算法 3可知, 算法 5,算法6和算法 7在有限步内能够结束# 选择不同的序,得
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到的结果的形式可能不一样# 借助于符号计算软件, 3个算法可以在计算机上实现# 

下面给出用算法 5、算法 6和算法 7的几个例子# 这几个算例的维数比较低,可以手工计

算# 用文献[ 1]中给出的方法和 Dirac方法,首先要判断系统是否正则,这一步就不是很容易# 

如果是退化的, 要反复求解关于 &q 和乘子的线性方程组, 直到没有新的约束出现# 虽然是线

性方程组,但其系数是多项式,比较麻烦,计算量非常大,而且容易出错# 如果用手工完成算法

5、算法 6和算法 7, 在给定序的基础上求特征列, 这个过程要反复对多项式排序和进行多项式

除法,手工计算比前两个算法更麻烦,计算量更大# 因为这 3个算法的初衷就是用计算机来实

现# 所以,虽然可以用手工完成,但是比较困难# 对于高维数的,手工计算更加困难# 

例 1  Lagrange函数为 L = Ûq 21/ 2+ q2Ûq 1+ (1- A) q1Ûq 2+ ( B/ 2) ( q1- q 2)
2# 只考虑 AX 0,

B X 0, B X A2,其它情况比较简单,不做分析# 利用算法 5可得:运动方程 &q 1 = 0,&q 2 = 0,约

束 AÛq 1 = B( q 1- q2) , AÛq2 = B( q1- q2)# 将约束代入运动方程后可得 AÛq 1- B( q1- q 2) = 0,

Ûq 1- Ûq 2 = 0# 

利用算法 6得到首约束 H= p 2+ ( A- 1) q1,系统是退化的# 规范Hamilton函数为H c =

( p 1- q2)
2
/ 2- ( B/ 2) ( q1- q2)

2
, 引入乘子 K,首Hamilton函数为 H p = H c + KH# 利用算法 7

得到次约束 Hc = A( p 1- q2) - B( q 1- q 2) ,Hamilton函数是 H = H c + ( B/ A) ( q1- q2) ( p 2+

( A- 1) q 1)# 运动方程:

  Ûp 1 =
B
A
( q 1- q 2) , Ûp 2 =

B(1 - A)
A

( q1- q2) ; Ûq1 = p 1- q2, Ûq 2 =
B
A
( q1 - q2)# 

例 2  Lagrange函数为 L = q1(Ûq2- q3) - Ûq 1q 2, 利用算法 5直接可以得到带约束的 Euler_

Lagrange方程: q1- Ûq 1 = 0, q2- Ûq 2 = 0,最后得到的方程不含 &q# 

利用算法 6可得首约束 H1 = p 1 + q2, H2 = p 2 - q 1, H3 = p 3# 系统是退化的 # 规范

Hamilton函数为H c = q1 q3,引入乘子 K1、K2、K3,首Hamilton函数为 Hp = H c+ K1H1+ K2H2+

K3H3# 利用算法 7得到次约束 H4 = q1,Hamilton函数是H = q1 q3+ q3( p 2- q 1) / 2+ K3p 3,其

中 K3是任意函数# 运动方程为:

  Ûp 1 =
q3

2
, Ûp 2 = 0, Ûp 3 =

p 2 + q1

2
, Ûq1 = 0, Ûq 2 =

q 3

2
, Ûq 3 = K3# 

下面两个例子, 一般只在Hamilton系统中研究,这里只给出算法 6和算法 7计算的结果# 

例3  质量为 m , 带有完整约束的点粒子, 在球面上运动的 Lagrange函数为L = m
2Ûq2/ 2+

L( q
2
- 1) , q

2
= q

2
1 + q

2
2 + q

2
3, L是附加坐标# 利用算法 6可得首约束 pL( = 5L /5ÛL) , 规范

Hamilton函数为H c = p
2
/ 2m 2

- L( q 2- 1) , p 2 = p
2
1+ p

2
2+ p

2
3# 引入乘子 K,首Hamilton函数

为H p = H c + KpL# 利用算法 7得到次约束 q
2
- 1, 2m2

q
2
1+ 2m2

q
2
2L- 2m2L+ q

2
2p

2
1p

2
1+ q

2
1p

2
2

- p
2
2- 2q1 q2p 1p 2, 6

3

i= 1p iqi ,Hamilton函数为 H = H c, 运动方程为:

  Ûp 1 = 2Lq1, Ûp 2 = 2Lq2, Ûp 3 = 2Lq 3; Ûq1 =
p 1

m
2, Ûq 2 =

p 2

m
2, Ûq 3 =

p 3

m
2# 

例 4  0 + 1 维时空中 SU ( 2 ) Yang_Mills 场[ 8] , 这个模型的 Lagrange 函数是 L =

015( Dt ) i ( Dt ) i , ( D t ) i = Ûx i + g Eijk yj x k , 1 [ i , j , k [ 3, Eijk 是反对称指标, E123 = 1# 利用算法

6可得首约束 p
y
i = 5L /5Ûy i ,规范Hamilton函数为 H c = 015p i p i - g Eijk xj pk yi# 引入乘子 K1、

K2、K3, 首Hamilton函数为H p= H c+ K1p
y
1+ K2p

y
2+ K3p

y
3# 利用算法7得到次约束 p 2x 1- p 1x 2,

- p 3x 1+ p 1x 3# 在文献[ 8] 中,次约束是3个, <1 = p 3x 2- p 2x 3, <2 = - p 3x 1+ p 1x 2, <3 = p 2x 1
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- x 2p 1,但是这3个约束并不独立, x 1<1+ x 2<2+ x 3<3= 0, 这里的两个次约束是相互独立的# 

Hamilton函数和首Hamilton函数相同# 运动方程为:

  Ûpj = - g Eijk p k yi , Ûp yi = - g Eijk p k xj ; Ûx i = p i - g Eijk x k yj , Ûy i = Ki# 

本文利用吴消元法对带约束动力学作了研究# 对 Lagrange系统,利用算法 5可以判断La-

grange系统是否正则# 如果是退化的, 可以很快求出 Lagrange约束# Hamilton 系统是否正则利

用算法 6来判断,如果是退化的, 并可以求出首约束# 退化的 Hamilton系统, 在算法 6的基础

上,利用算法 7可以求出次约束# 我们用Mathematica符号计算软件编写了算法 5、6和 7的程

序# 上述几个算例在 Intel CPU 2. 0G的机器上运行时间均不超过 2 s# 
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Application of Wu Elimination Method

to Constrained Dynamics

JIA Yi_feng1,  CHEN Yu_fu1,  XU Zhi_qiang2

( 1. Depar tment of Mathemat ics , Gradu ate Un iver sity , Chin ese Academ y of Sciences ,

Beijin g 100049, P . R . China ;

2. Academ y of Mathem atics and Sy stem s Scien ce , Chin ese Academ y of Sciences ,

Beijin g 100080, P . R . China )

Abstract: The polynomial type Lagrange equation and Hamilton equation of finite dimensional con-

strained dynamics are considered. A new algorithm was presented for solving constraints based on Wu

elimination method. The new algorithm does not need to calculate the rank of Hessian matrix and de-

termine the linear dependence of equations, so the steps of calculation decrease greatly. In addition,

the expanding of expression occurring in the computing process is smaller. Using the symbolic com-

putation software platform, the new algorithm can be executed in computers.

Key words: Hamilton system; constrained dynamics; characteristic chain; Hessian matrix
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