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摘要: � 研究了横观各向同性压电空间中的圆裂纹与包括力偶极子、电偶极子、点力矩、力张和力

旋这些常见合成点源的相互作用�� 用初等函数的形式给出了在任意位置和方向的合成点源作用

下,裂纹尖端 3 种应力强度因子和电位移强度因子的三维解�� 其中圆裂纹包括币形裂纹和外圆裂

纹�� 这一系列的力电合成点源不仅其自身在工程中普遍存在, 而且在某些情形下还可以模拟诸如

微裂纹、空洞、夹杂和位错等缺陷��

关� 键� 词: � 压电; � 圆裂纹; � 合成点源; � 强度因子

中图分类号: � O343. 2 � � � 文献标识码: � A

引 � �言

由于压电陶瓷材料的广泛应用和其固有的脆性弱点, 使得对于其断裂问题的研究一直是

热点��最近 10年对于压电陶瓷材料三维断裂问题的研究相关文献较多[ 1~ 14]��其中, Chen和

Shioya
[ 10~ 12]

和 Chen等
[ 13]
分别给出了在横观各向同性压电空间中的币形裂纹和外圆裂纹上下

表面作用对称和反对称点力和点电荷时,压电空间中力电耦合场的全场解��在此基础上, Ding

和Chen [ 14]导出了含币形裂纹和外圆裂纹压电空间在任意位置和方向的点力和点电荷作用下,

裂纹尖端应力强度因子和电位移强度因子的解,简称场强因子基本解��

Wang和 Kuang[ 15]研究了电偶极子与各种裂纹的二维相互作用��最近, Hou等[ 16]研究了横

观各向同性压电空间中的半平面裂纹与包括力偶极子、电偶极子、点力矩、力张和力旋这些常

见合成点源的相互作用��给出了在任意位置和方向的合成点源作用下, 半平面裂纹尖端 3种

应力强度因子和电位移强度因子的三维解��这些力电合成点源除了其自身在工程中普遍存在

外,在某些情形下还可以模拟诸如微裂纹、空洞、夹杂和位错等缺陷��此外,这些解还与在小区

域里分布的力电载荷与裂纹的相互作用密切相关��
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本文将利用 Ding 和 Chen[ 14]给出的场强因子基本解, 进一步考虑包括币形裂纹和外圆裂

纹这两种圆裂纹与各种合成点源的三维相互作用,用初等函数的形式给出在任意位置和方向

的合成点源作用下,应力强度因子和电位移强度因子的三维解��最后通过数值算例讨论 3种

应力强度因子和电位移强度因子的分布规律��

� � 图 1� 压电空间中的币形裂纹� � � � � � � � � 图 2� 压电空间中的外圆裂纹

与点力和点电荷 与点力和点电荷

1 �任意点力和点电荷与圆裂纹的相互作用

考虑横观各向同性压电空间中含有一与各向同性面平行且半径为 a 的圆裂纹(图 1为币

形裂纹,图2为外圆裂纹) ,任意方向的点力 P = ( Px , Py , Pz ) 和点电荷 Q作用在空间任意一点

( �, �, z ) 上�� 圆裂纹的裂尖位置由角度参数 �0来描述�� Ding 和 Chen[ 14]给出了在以上力电点

载荷作用下,圆裂纹应力和电位移强度因子的如下场强因子基本解��

当单独作用点力 Px 时

� � k1( �0) = -
Px

2a�
Re �

3

j= 1

( �1 aj - �3 bj ) f
#
1 ( z j ) , ( 1a)

� � kD( �0) = -
Px

2a�
Re �

3

j = 1
( �2 aj - �4bj )f

#
1 ( z j ) , ( 1b)

� � k2( �0) + ik 3( �0) =
Pxa

2a�

G1e
- i�

0

G1 + G2
�
3

j= 1
[- �cj f

#
3 ( z j ) + cj f

#
4 ( z j ) ] +

� � � �
G2e

i�
0

G 1 + G2
�

3

j= 1
[- cj �f #

3 ( z j ) + �cj �f #
4 ( z j ) ] -

� � � �
Pxa

4 2a�2
G1e

- i�
0

G 1 - G2
[ f

#
5 ( z 0) + f

#
6 ( z 0) ] +

G2e
i�

0

G1 - G2
[ �f #

5 ( z 0) + �f #
6 ( z 0) ] �� ( 1c)

当单独作用点力 Py 时

� � k1( �0) = -
Py

2a�
Im �

3

j= 1

( �1aj - �3 bj )f
#
1 ( z j ) , ( 2a)

� � kD( �0) = -
Py

2a�
Im �

3

j= 1
( �2aj - �4 bj ) f

#
1 ( z j ) , ( 2b)

� � k2( �0) + ik 3( �0) =
Py ai

2a�

G1e
- i�

0

G1 + G2
�
3

j= 1
[- �cj f

#
3 ( z j ) - cj f

#
4 ( z j ) ] +

� � � �
G2e

i�
0

G 1 + G2
�

3

j= 1
[ cj �f #

3 ( z j ) + �cj �f #
4 ( z j ) ] -
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� � � �
Py ai

4 2a�2
G1e

- i�
0

G 1 - G2
[ f

#
5 ( z 0) - f

#
6 ( z 0) ] +

G2e
i�

0

G1 - G2
[- �f #

5 ( z 0) + �f #
6 ( z 0) ] ��

( 2c)

当单独作用点力 Pz 时

� � k1( �0) = -
Pz

2a�
�

3

j= 1

sjk 1j ( �1aj - �3 bj ) f
#
2 ( z j ) , ( 3a)

� � kD( �0) = -
Pz

2a�
�
3

j= 1
sjk 1j ( �2 aj - �4 bj ) f

#
2 ( z j ) , ( 3b)

� � k2( �0) + ik 3( �0) =

� � � �
2Pza

2a�( G1 + G2)
G1e

- i�
0 �

3

j= 1
�sj �k 1j �cj f

#
7 ( z j ) + G2e

i�
0 �

3

j= 1
s j k 1j cj �f #

7 ( z j ) �� ( 3c)

当单独作用点电荷 Q时

� � k1( �0) =
Q

2a�
�

3

j= 1

sj k2 j ( �1 aj - �3bj )f
#
2 ( z j ) , ( 4a)

� � kD( �0) =
Q

2a�
�
3

j= 1

s j k 2j ( �2aj - �4 bj ) f
#
2 ( z j ) , ( 4b)

� � k2( �0) + ik 3( �0) =

� � � � -
2Qa

2a�( G1 + G2)
G1e

- i�
0 �

3

j = 1
�s j �k 2j �cj f

#
7 ( zj ) + G2e

i�
0 �

3

j= 1
sj k2j cj �f #

7 ( z j ) , ( 4c)

式中 k1、k2 和 k3 分别为第一、第二和第三型应力强度因子�� kD 为电位移强度因子 �� �1~ 4、

G1~ 2、s j、k1j、k2j、aj、bj 和 cj ( j = 0, 1, 2, 3) 为由 Ding 和 Chen[ 14]中的式( 7. 1. 6) , 式( 7. 2. 6) ,式

( 3. 1. 27) ,式( 3. 1. 29) ,式( 3. 1. 36) ,式( 7. 1. 7b) ,式( 7. 2. 3)定义的常数�� z j = sj z ( j = 0, 1, 2,

3) ,对于币形裂纹, f
#
1~ 7( z ) 为由 Ding 和 Chen

[ 14]
中的式( 7. 4. 7) , 式( 29) ~ 式( 31)定义的初等函

数,对于外圆裂纹, f
#
1~ 7( z ) 为由Ding和 Chen[ 14]中的式( 7. 4. 8) ,式( 29) ,式( 32) , 式( 33)定义的

初等函数��此外,本文所有符号的上画线表示复共轭��

2 �力偶极子、电偶极子和点力矩与圆裂纹的相互作用

考虑两个平衡系统, 其一是一对大小相等方向相反的点力 P = ( Px , Py , Pz ) 和- P =

(- Px , - Py , - Pz ) 沿 P所在直线作用在含圆裂纹的压电空间上,作用点距离为 l�� 当 P � �
和 l � 0时( P 为力矢P的大小) ,该系统构成力偶极子�� lim

p � � , l � 0
Pl = p (假设是有限的) 为力

偶极子强度,当力相互指向时为正, 力相互背向时为负�� 其二是一对电量相等电性相反的点
电荷+ Q和- Q作用在含圆裂纹的压电空间上,相互之间的距离为h�� 当Q � �和 h � 0时,

该系统构成电偶极子�� lim
Q � � , h �0

Ql = q (假设是有限的)为电偶极子强度,方向从正电荷指向负

电荷��

由以上定义可知,在力偶极子和电偶极子作用下产生的沿圆裂纹裂尖的应力强度因子

k 1、k2、k3和电位移强度因子 kD, 可以通过对场强度因子基本解( 1) ~ ( 4) 沿 P 的方向(对力偶

极子) 或电偶极子正向(对电偶极子) 求方向导数得到�� 由于 Pm = P�m( m = x , y , z ; �m为P

的方向余弦) ,故对于单独作用力偶极子 p 有

� � k1 = -
p

2a�
�

m, n= x , y, z

�m�n
�F

k
1

m

�n
, ( 5)
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� � kD = -
p

2a� �m, n= x , y, z

�m�n
�F

k
D

m

�n , ( 6)

� � k2 + ik3 =
ap

2�
�

m, n= x, y, z

�m�n
�F

k
23

m

�n , ( 7)

式中

� �

F
k

1
x = Re �

3

j = 1
( �1 aj - �3bj )f

#
1 ( zj ) ,

F
k

1
y = Im �

3

j= 1
( �1aj - �3 bj ) f

#
1 ( z j ) ,

F
k

1
z = �

3

j= 1

sjk 1j ( �1 aj - �3 bj ) f
#
2 ( z j ) ,

( 8)

� �

F
k

D
x = Re �

3

j= 1
( �2 aj - �4 bj )f

#
1 ( z j ) ,

F
k

D
y = Im �

3

j= 1
( �2aj - �4 bj ) f

#
1 ( z j ) ,

F
k

D
z = �

3

j= 1
sjk 1j ( �2aj - �4 bj ) f

#
2 ( z j ) ,

( 9)

� �

F
k

23
x =

G1e
- i�

0

G1 + G2
�
3

j = 1

[- �cj f
#
3 ( z j ) + cj f

#
4 ( z j ) ] +

� �
G2e

i�
0

G1 + G2
�
3

j= 1

[- cj �f #
3 ( z j ) + �cj �f #

4 ( z j ) ] -

� � 1
4�

G1e
- i�

0

G1 - G2
[ f

#
5 ( z 0) + f

#
6 ( z 0) ] +

G 2e
i�

0

G1 - G2
[ �f #

5 ( z 0) + �f #
6 ( z 0) ] ,

F
k

23
y = i

G1e
- i�

0

G1 + G2
�
3

j = 1
[- �cj f

#
3 ( z j ) - cj f

#
4 ( z j ) ] +

� �
G2e

i�
0

G1 + G2
�
3

j= 1
[ cj �f #

3 ( z j ) + �cj �f #
4 ( z j ) ] -

� � i
4�

G1e
- i�

0

G1 - G2
[ f

#
5 ( z 0) - f

#
6 ( z 0) ] +

G 2e
i�

0

G1 - G2
[- �f #

5 ( z0) + �f #
6 ( z 0) ] ,

F
k

23
z =

2
( G1 + G2)

G1e
- i�

0 �
3

j = 1
�s j �k 1j �cj f

#
7 ( z j ) + G 2e

i�
0 �

3

j = 1
sj k1j cj �f #

7 ( z j ) ��

( 10)

设 �m( m = x , y , z ) 为电偶极子的方向余弦,则单独作用电偶极子 q 时,有

� � k1( �0) = -
q

2a�
�

m, n = x, y , z

�m
�F

k
1

�m , ( 11)

� � kD( �0) = -
q

2a�
�

m, n= x, y, z

�m
�F k

D

�m
, ( 12)

� � k2( �0) + ik 3( �0) =
aq

2�
�

m, n= x, y, z

�m
�F k

23

�m
, ( 13)

式中

� � F
k

1 = �
3

j= 1

sj k2j ( �1 aj - �3bj )f
#
2 ( zj ) , ( 14)
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� � F
k

D = �
3

j = 1

sj k2j ( �2 aj - �4 bj )f
#
2 ( z j ) , ( 15)

� � F
k

23 =
2

G1 + G2
G 1e

- i�
0 �

3

j= 1
�sj �k 2 j �cj f

#
7 ( z j ) + G2e

i�
0 �

3

j= 1
sj k2 j cj �f #

7 ( z j ) �� ( 16)

再考虑一个平衡系统,一对大小相等方向相反的点力 P = ( Px , Py , Pz ) 和- P = (- Px ,

- Py , - Pz ) 作用在与它们垂直的一条直线上, 作用点距离为 l�� 当 P � � 和 l � 0时( P 为

力矢 P 的大小) , 该系统构成点力矩M�� lim
P � � , l � 0

Pl = M(假设是有限的) 为点力矩强度, M的

方向由右手法则确定��

由以上定义可知,在点力矩作用下产生的沿圆裂纹裂尖的应力强度因子 k1、k2、k3 和电位

移强度因子 kD, 可以通过对场强度因子基本解( 1) ~ ( 4) 沿 P的法向方向即力臂l的方向求导

数得到�� 约定力臂 l的方向余弦为�x、�y和�z�� 由 Pm = P�m( m = x , y , z ; �m 为P 的方向余

弦) , 故对于作用点力矩有

� � k1 = -
M

2a�
�

m, n= x , y, z

�m �n
�F

k
1

m

�n
, ( 17)

� � kD = -
M

2a�
�

m, n= x , y, z

�m �n
�F

k
D

m

�n
, ( 18)

� � k2 + ik3 =
aM

2�
�

m, n= x, y, z

�m �n
�F

k
23

m

�n , ( 19)

式中 F
k

1
m、F

k
D

m 和 F
k

23
m ( m = x , y , z ) 如式( 8) ~ 式( 10)所示��

图 3� 作用点在 ( �/ a = 2, � = � / 3, z ) 的平行于 z 轴的力偶极子在币形裂纹尖端产生的 k 1、k 2和 k 3
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3 �力张和力旋与圆裂纹的相互作用

考虑一个由 3个相互正交、方向余弦分别为 ( �x , �y , �z )、( �x , �y , �z)、( �x , �y , �z) 且强度

均为 p 的力偶极子作用在点( x , y , z ) 处构成的力中心扩张, 简称力张 P�� 类似地,两对相互正

交的点力构成的两个强度为M 的点力矩进一步构成了一个具有相同作用点、相同强度 M和方

向的力旋 M�� 这两个合成点源可以模拟网格、原子空隙和球状夹杂�� 利用叠加原理、式( 5)

~ 式( 7) 和式( 17) ~ 式( 19) ,可以得到在力张 P和力旋M 作用下的应力和电位移强度因子��

图 4� 作用点在 ( �/ a = 2, � = � / 3, z ) 的 z 向电偶极子在币形裂纹尖端产生的 k1、k 2 和 k 3

单独作用力张 P 时有

� � k1 = -
p

2a�
�

m= x , y, z

�F
k

1
m

�m , ( 20)

� � kD = -
p

2a�
�

m= x, y, z

�F
k

D
m

�m , ( 21)

� � k2 + ik3 =
ap

2�
�

m= x, y, z

�F
k

23
m

�m �� ( 22)

单独作用力旋 M时有

� � k1 = -
1

2a�
Mx
�F

k
1

y

�z -
�F

k
1

z

�y + My
�F

k
1

z

�x -
�F

k
1

x

�z + Mz
�F

k
1

x

�y -
�F

k
1

y

�x , ( 23)

� � kD = -
1

2a�
Mx
�F

k
D

y

�z -
�F

k
D

z

�y
+ My

�F
k

D
z

�x -
�F

k
D

x

�z
+ M z

�F
k

D
x

�y -
�F

k
D

y

�x
, ( 24)
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图 5� 作用点在 ( �/ a = 2, � = �/ 3, z ) 的由一对 z 向点力构成的 y 向力矩

在币形裂纹尖端产生的 k 1、k 2和 k 3

图 6� 作用点在 ( �/ a = 2, � = � / 3, z ) 的平行于 z 轴的力偶极子在外圆裂纹尖端产生的 k1、k 2 和 k 3
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图 7� 作用点在 ( �/ a = 2, � = � / 3, z ) 的 z 向电偶极子在外圆裂纹尖端产生的 k1、k 2 和 k 3

图 8� 作用点在 ( �/ a = 2, � = �/ 3, z ) 的由一对 z 向点力构成的 y 向力矩

在外圆裂纹尖端产生的 k 1、k 2和 k 3
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� � k2 + ik3 =
a

2�
Mx
�F

k
23

y

�z -
�F

k
23

z

�y
+ My

�F
k

23
z

�x -
�F

k
23

x

�z
+ M z

�F
k

23
x

�y
-
�F

k
23

y

�x
, ( 25)

式中 Mx、My 和Mz 为力旋M 指向 x、y 和 z 轴正向的分量��

可见力张和力旋都是独立于方向参数而只与其自身大小有关的量# 这一点不同于单个的

力偶极子( 5) ~ ( 7)和点力矩( 17) ~ ( 19)# 

4  数 值算 例

当一个 z 向力偶极子、一个 z 向电偶极子和一个y 向点力矩(由一对 z 向平行力构成) 分别

作用在含圆裂纹的PZT_4[ 17]压电空间内一点( Q/ a = 2, <= P/ 3, z ) 上,图3 ~ 图5和图6 ~ 图

8分别给出了币形裂纹和外圆裂纹的应力强度因子 k 1、k 2和 k 3沿裂尖的分布曲线# 在计算过

程中,通用符号计算软件可以用来高效完成所需函数 f
#
k ( z ) ( k = 1 ~ 7) 的求导工作# 

从图中可以看到,应力强度因子 k1、k2和 k 3沿裂尖呈现出复杂的分布趋势# 但大部分的

应力强度因子随着角度 <0 的变化都有变号特性(正变为负或负变为正)# 这是使用裂纹闭合

技术的必要依据,特别是对于第一型应力强度因子 k 1尤其有效# 

此外, 计算还显示出两个相似性: 1) 电位移强度因子 k D 沿裂尖的分布与第一型应力强度

因子 k1 相似; 2)在力张和力旋作用下强度因子沿裂尖的分布与在力偶极子和点力矩作用下的

强度因子相似# 
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Abst ra ct : Exact solutions in form o f elementar y functions were der ived for the str ess and electric dis-

placement intensity factors of a cir cular cr ack in a transversely isotropic piezoelectric space interacting

with various str ess and charg e sources: for ce dipole s, electr ic dipoles, moments, force dilatation and

rotation. The cir cular cr ack includes penny_shaped cr ack and ex ternal cir cular cr ack and the locations

and orientations of these r esultant sour ces with re spect to the crack are arbitr ary. Such stress and

charge sour ces may model defects like vacancies, foreign particles, and dislo cations. Numer ical re-

sults are presented at last.

Key w ords: piezoelectric space ; cir cular crack; resultant sour ce; intensity factor
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