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变温度荷载作用下半无限成层
饱和介质的热固结分析
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(陈正汉推荐)

摘要 :  对半无限成层饱和多孔介质作用随时间变化的温度荷载的热固结问题进行解析求解# 其

中,热_水_力耦合线性弹性控制方程考虑了热渗效应和等温热流效应的影响# 先采用 Laplace 变换

求其在变换域上的解,然后用数值方法求逆变换# 对半无限体表面作用呈指数衰减热荷载的双层

体系进行研究 ,分析了两层介质热固结系数、弹性模量等的差异性对热固结特征的影响# 研究表

明:位移场和应力场对温度场的耦合作用可以忽略,而热渗效应对温度和孔压有显著影响# 
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引   言

温度荷载作用下饱和多孔介质热力学响应的研究在诸如石油开采、混凝土结构的防火、核

废料处置、承受季节性或日温差反复变化的机场跑道、高等级路面结构体系的安全评价等领域

有很重要的应用价值[ 1~ 3]# 在非等温条件下, 这些环境会引起介质内部热流、孔隙液体流和介

质颗粒材料的强烈的耦合作用
[ 4]# 

已有很多学者对非等温条件下饱和多孔介质的热固结问题进行了研究[ 1~ 4] # McTigue[ 5]

对半无限体表面作用热源荷载的情形进行了研究,给出了精确的解析解# Smith和 Booker[ 6]针

对各向同性的均质材料提出了基于完全耦合线性控制方程的 Green 函数法# Bai 和

Abousleiman
[ 7]
讨论了控制方程耦合因素的影响程度, 忽略一些次要因素的影响并给出几种简

化形式# Blond等[ 3]给出半无限饱和多孔介质在自由表面作用循环温度荷载时的解析解# G-i

raud等[ 8]对双层多孔介质内有随时间衰减的热源层的热弹性问题进行了解析求解# 实际上,

由于控制方程的复杂性, 上述解析结果一般基于所谓/半耦合0的方法# 例如,常常忽略应力场

和位移场对温度场的耦合影响[ 9~ 11]# 

在以往的研究中,一般很少考虑由热动力驱动力引起的非对偶的热_水耦合流# 与基于对

偶形式的主驱动力(所谓数学上的耦合)建立的各种 Boit型控制方程相比, 这一耦合作用基于

不可逆的热动力学过程[ 12, 13]# 然而, 对于某些材料而言,温度梯度对孔隙水流量的耦合影响
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(热渗效应)以及孔压梯度对热流量的耦合影响(等温热流效应)是十分显著的# Srivastava和

Avasthi
[ 12]
以及Horseman和McEwen

[ 14]
的研究表明, 对于低渗透性的粘性土, 热渗效应所引起的

渗流量甚至大于孔压梯度( Darcy渗流)所引起的渗流量# 本文在耦合控制方程中考虑热渗效

应和等温热流效应的影响,并针对成层饱和介质表面作用变温度荷载的情形,给出一个封闭的

解析求解方法# 

1  控 制方 程

对于一个准稳态流体饱和介质的非等温系统,如果不考虑其内力和体积力,则可得到下面

的完全耦合的多孔介质线弹性力平衡方程[ 6, 7] , [ 11]

  G¨2
ul + ( K+ G ) um, ml - Ap , l - BH, l = 0, ( 1)

式中, ¨2为 Laplace算子, ul 和um 均为位移分量, p 为孔隙水压力, H为温度增量, K和 G 为

Lame常数,下标符号/ ,0 表示求导数, A为 Biot耦合系数, B为热膨胀因子# 

考虑温度梯度对孔隙水流量的影响(热渗效应) ,则水流量可表达为[ 12] , [ 15]

  qw = -
k
Cw

p̈ - Sw¨H, ( 2)

式中, qw为水流量( m/ s) , ¨为梯度算子, k 为渗透系数, Cw为水的重度, Sw为考虑温度梯度对

孔隙水流量影响的系数( m2/ ( s# e ) # 

另一方面, 考虑外力、水力和温度对水流量的耦合作用,则有

  q̈w = -
5Ev

5 t
+ Y

5H
5t - Ap

5p
5 t

+
1

3K s
a
5 Rc
5 t

, ( 3)

式中, a = (1, 1, 1, 0, 0, 0) ; Rc为有效应力矢量; Y和Ap分别为耦合系数; K s为介质颗粒的体积

模量# 

将式( 2)代入式( 3) ,可得质量守衡方程为

  k
Cw
¨2

p + Sw¨2
H- A

5Ev

5t + Y
5H
5t - Ap

5p
5 t

= 0# ( 4)

考虑孔压梯度对热流量的影响(等温热流效应) ,则热流量可表达为[ 12, 13]

  qT = - K ¨H- ST p̈ , ( 5)

式中, qT为热流量, K 为热传导系数, ST = ( H+ T 0) Sw为考虑孔压梯度对热流量影响的系数# 

考虑外力、水力和温度对热流的耦合作用,则有

  q̈T = - T 0Z
5H
5t - T 0B

5Ev

5 t
+ T 0 Y

5p
5 t

+ T 0AwK w q̈w, ( 6)

式中, Aw 为水的线膨胀系数, K w为水的体积模量, T 0为环境绝对温度, Z 为耦合系数# 

由式( 5)和式( 6) ,热能守衡方程可写成

  
K
T 0

- AwKw Sw ¨2H+ Sw -
AwK wk

Cw
¨2

p - Z
5H
5 t

- B
5Ev

5t + Y
5p
5t = 0# ( 7)

各耦合系数的表达式及其物理意义可见有关文献[ 11]# 

2  计 算模 型

考察如图 1所示的半无限成层饱和多孔介质体系# 其初始条件为

  H( x , 0) = 0, p ( x , 0) = 0, u( x , 0) = 0# ( 8)

自由表面瞬时施加随时间变化的温度荷载,即
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  图 1 成层饱和多孔介质体系

  H(0, t ) = Ha( t )#H( t ) , ( 9)

式中, H( t ) 为单位阶跃函数, Ha( t ) = Tw( t ) -

T 0, Tw( t ) 为现时绝对温度# 

假定自由表面完全透水且作用有静水压力,

则

  
p (0, t ) = p a( t )#H( t ) ,

Rx (0, t ) = M
5 u(0, t )

5x = 0,
( 10)

式中, M = K+ 2G, p a( t ) = p w( t ) - p 0为静水压

力增量, p w( t ) 为静水压力, p 0为初始孔压# 

在无穷远处 ( x y ] ) 的温度、孔压和位移均

满足

  H( ] , t ) = 0, p ( ] , t ) , u( ] , t ) = 0# ( 11)

界面连续条件为

  
H
( i )

( hi , t ) = H
( i+ 1)

( h i , t ) , p
( i )

( hi , t ) = p
( i+ 1)

( hi , t ) ,

u
( i )

( hi , t ) = u
( i+ 1)

( h i , t ) ,
( 12)

  
R( i)

x ( h i , t ) = R( i+ 1)
x ( hi , t ) , q

( i)
w ( h i , t ) = q

( i+ 1)
w ( h i , t ) ,

q
( i)
T ( h i , t ) = q

( i+ 1)
T ( h i , t ) ,

( 13)

式中, h i为第 i 层介质的深度( i = 1, 2, ,, n)# 

3  求 解方 法

3. 1  Laplace变换域上的解

对于一维问题, 控制方程式( 1)、式( 4)和式( 7)在Laplace变换域上的形式为

  M
52�u
5x2 - A

5�p
5x - B

5�H
5 x

= 0, ( 14)

  k
Cw

52�p
5x 2 + Sw

52�H
5x 2 - As

5�u
5x + Ys�H- Ap s�p = 0, ( 15)

  
K
T 0

- AwKw Sw
52�H
5x 2 - Zs�H- Bs

5�u
5x + Sw -

AwKw k

Cw

52�p
5x 2 + Ys�p = 0, ( 16)

式中, �L = Q
]

0
e- st

Ldt ( L = u, p , H) ,而 s 为Laplace变量# 

式( 14)对 x 积分可得

  5�u
5x =

A�p + B�H
M

+ D, ( 17)

式中, D 为关于Laplace变量 s 的任意函数,可由边界条件确定# 

将式( 17)代入式( 15)和( 16) ,可分别得

  a1
52�H
5x 2 + a2

52�p
5x 2 + a3 s�H+ a4s�p + a5 sD = 0, ( 18)

  b1
52�H
5x 2 + b2

52�p
5x 2 + b3 s�H+ b4 s�p + b5 sD = 0, ( 19)

式中, a1 = Sw, a2 = k / Cw, a3 = Y- AB/ M , a4 = - Ap- A2
/ M, a5 = - A, b1 = K / T 0- AwKw Sw,

b2 = Sw - AwK w k, b3 = - Z - B2
/ M, b4 = Y - AB/ M , b5 = - B# 
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定义热固结系数 c = - a2/ a4 = k / [ Cw( Ap + A2
/ M) ] ,热扩散系数 J= - b1/ b3 = (K / T 0

- AwK wSw) / ( Z + B2
/ M)# 由式(18) 和式( 19) 消去52�H/5x 2 项可得

  �H=
f 1

s
52
�p

5x 2 + f 2�p + f 3 D, ( 20)

其中, f 1 = ( a2 b1 - a1 b2) / ( a1 b3 - a3 b1) , f 2 = ( a4 b1 - a1 b4) / ( a1 b3 - a3 b1) , f 3 = ( a5 b1 -

a1 b5) / ( a1 b3 - a3 b1)# 

将式( 20)代入式( 18)可得

  g1
54�p
5x 4 + g2 s

52�p
5 x

2 + g3 s
2�p + g4 s

2
D = 0, ( 21)

其中, g1 = a1 f 1, g2 = a1 f 2 + a2 + a3 f 1, g3 = a3 f 2 + a4, g4 = a3 f 3 + a5# 

可以证明, 式( 21)的通解可写成

  �p = A 1e
C

1
x
+ B1e

- C
1
x
+ A 2e

C
2
x
+ B2e

- C
2
x
+

g4

g1
D, ( 22)

式中, A 1、B1、A 2和 B2均为关于变量 s 的任意函数, C1 = sN, C2 = sG, 而

  N= (- g2 - g
2
2 - 4g1g3 ) / (2g1) , G= (- g 2 + g

2
2 - 4g1g 3) / (2g1)# 

将式( 22)代入式( 20) , 可得

  �H= ( f 1N+ f 2) ( A 1e
C

1
x
+ B 1e

- C
1
x
) +

    ( f 1G+ f 2) ( A 2e
C

2
x
+ B2e

- C
2
x
) + f 3 + f 2

g4

g1
D# ( 23)

将式( 22)和式( 23)代入式( 17) , 并对 x 进行积分可得

  �u =
E1

C1
( A 1e

C
1
x
- B 1e

- C
1
x
) +

E2

C2
( A 2e

C
2
x
- B2e

- C
2
x
) + E3Dx + C, ( 24)

式中, E1 = [ A+ B( f 1N+ f 2) ] / M, E2 = [ A+ B( f 1G+ f 2) ] / M , E 3 = B(f 3+ f 2g4/ g1) / M , C为

积分常数# 

3. 2  积分常数的确定
第1层的厚度记为 h# 此时, 涉及 A

( 1)
1 、B

(1)
1 、A

( 1)
2 、B

(1)
2 、C

(1)、D (1)、A ( 2)
1 、B

(2)
1 、A

(2)
2 、B

(2)
2 、

C
(2)
和D

(2)
共12个常数,其中上标表示介质层数# 对于第2层介质,当 x y ] 时,�H= 0, �p =

0和 �u = 0# 故可得 A
( 2)
1 = 0, A ( 2)

2 = 0, C(2)
= 0和 D

(2)
= 0# 其它8个参数由边界条件和界

面连续条件,通过解由式(A1) ~ ( A8)联立组成的线性方程组得到(附录)# 

已有许多学者对 Laplace逆变换的求解方法进行过研究[ 9] , [ 13] , 其中基于函数概率密度理

论的 Stehfest法由于有较高的精度和稳定性而得到广泛应用,本文采用 Sfehfest方法[ 9]# 

4  双层体系的热固结

4. 1  计算参数
假定双层体系自由表面作用呈指数衰减的温度荷载

  Ha( t ) = H0exp(- Xt ) , ( 25)

式中, H0 = 100 e , X = - 0. 144 a- 1# 

定义时间因数 T = Jt / h2# 这里取 h = 1 m, T 0 = 0 e , p a = 0# 基本物性参数见表 1# 
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  表 1 物性参数

参数 取值 参数 取值

n 0. 4 c w/ ( J/ ( g# e ) ) 4. 2

E / ( Pa) 6. 0@ 105 Qw / ( g/ m3) 1. 0 @ 106

L 0. 3 Qs / ( g/m3) 2. 6 @ 106

K s / ( Pa) 2@ 1010 K / (W/ ( m#e ) ) 0. 5

K w / (Pa) 5 @ 109 A 1. 0

As / ( e ) - 1
1. 5 @ 10- 5 S w1 / ( m2/ ( s# e ) ) 2. 5 @ 10- 10

Aw / ( e ) - 1 2. 0 @ 10- 4 S w2 / ( m2/ ( s# e ) ) 2. 5 @ 10- 11

c s / ( J/ ( g# e ) ) 0. 8

4. 2  结果分析

假定双层体系第 1层介质厚度 h = 1 m, c / J= 1,第 2层介质 c/ J分别取 0. 1, 0. 5, 1和 2

(分别对应图 2中的曲线1, 2, 3和4)# 由图2可看出,随第2层介质 c/ J的增大,介质内的孔压

明显减小# 如果第 1层介质 c/ J= 1,第2层介质 c/ J= 0. 1, 则随第1层介质厚度的增加(曲

线1: h = 1 m;曲线 5: h = 2 m;曲线 6: h = 4 m) , 孔压将显著减小# 

    ( a)  时间因数 T = 1            ( b)  时间因数 T = 5

图 2  孔压沿深度分布

  图 3  弹性模量比对孔压的影响         图 4  地表位移随时间因数演化

图 3给出不同时间因数 ( T = 0. 1, 1) 下两层介质弹性模量比 E 2/ E1 对孔压演化的影响

(取 h = 1 m,弹性模量E1 = 6 @ 105 Pa)# 可以看出, 如果两层介质热固结系数均为 c/ J= 011,

那么 E2/ E 1愈大介质内的孔压也愈大, 表明介质骨架模量的增大将会导致更大的孔压# 

图 4给出当第 2层介质 c/ J值不变(如 c/ J= 1) ,而第1层介质 c/ J值变化时,地表位移
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       ( a)  温度                  ( b)  孔压

图 5 热渗效应对计算结果的影响

随时间的演化过程# 可见, 随第 1层介质透水性质的改善, 孔压的消散加快, 而位移峰值减

小# 当然, 由于介质固体颗粒和水的热膨胀效应,地表位移先不断增大并达到峰值# 其后,由

于温度荷载的下降和孔压的消散, 位移开始减小# 

如图 5所示, 随热渗效应系数的增大,温度演化进程加快, 而所诱致的孔压也相应增大# 

这一结果表明, 热渗效应对热力学响应计算结果有很大影响# 

5  结   论

1) 将热渗效应和等温热流效应引入热_水_力耦合固结控制方程,然后对半无限成层饱和

介质表面作用随时间变化温度荷载的一维情形进行解析求解# 

2) 对半无限体表面作用呈指数衰减规律热荷载的双层体系进行研究, 分析了两层介质物

理力学特性参数(如热固结系数、弹性模量等) 的差异性对热固结的影响# 

3) 由于位移场和应力场对温度场的耦合效应, 温度响应随热固结系数的增大而略有增

大,但可以忽略# 随热渗效应的增大,温度演化进程加快,而孔压也相应增大# 

附   录

由式( 9)和式( 10)知:当 t > 0时,�H(0, t) = �Ha和�p (0, t ) = �p a, 故可得

  A ( 1)
1 r (1) + B ( 1)

1 r ( 1) + A ( 1)
2 s ( 1) + B ( 1)

2 s( 1) + D ( 1) v (1) = �Ha, ( A1)

  A ( 1)
1 + B ( 1)

1 + A ( 1)
2 + B ( 1)

2 + D ( 1) u (1) = �p a# ( A2)

由式( 12)可知 H( 1) ( h , t) = H( 2) ( h, t ) , p ( 1) ( h, t) = p ( 2) ( h , t) 及 u ( 1) ( h, t) = u ( 2) ( h, t) , 故可得

  A ( 1)
1 r (1) eC

( 1)
1

h + B ( 1)
1 r ( 1) e- C(1)

1
h + A ( 1)

2 s ( 1)eC
(1)
2

h + B ( 1)
2 s ( 1)e- C( 1)

2
h + D ( 1) v (1) -

    B ( 2)
1 r ( 2)e- C( 2)

1
h- B ( 2)

2 s (2) e- C(2)

2
h = 0, ( A3)

  A ( 1)
1 eC

(1)
1

h + B ( 1)
1 e- C(1)

1
h + A ( 1)

2 eC
( 1)
2

h+ B ( 1)
2 e- C( 1)

2
h + D ( 1) u ( 1) - B (2)

1 e- C(2)
1

h - B ( 2)
2 e- C( 2)

2
h = 0, ( A4)

  A ( 1)
1 t( 1)eC

(1)
1

h - B ( 1)
1 t( 1) e- C(1)

1
h + A ( 1)

2 w ( 1)eC
(1)
2

h - B ( 1)
2 w ( 1) e- C( 1)

2
h + C ( 1) + D( 1) E ( 1)

3 h +

    B ( 2)
1 t( 2) e- C(2)

1
h + B (2)

2 w ( 2) e- C(2)

2
h - C ( 2) = 0# ( A5)

由式( 13)可知 R( 1)
x ( h, t) = R( 2)

x ( h, t) , q (1)
w ( h, t) = q ( 2)

w ( h, t) 和 q ( 1)
T ( h, t ) = q ( 2)

T ( h, t) , 而水流量和热流

量的表达式分别见式( 2)和式( 5)# 故可得

  A ( 1)
1 M ( 1) E ( 1)

1 eC
(1)

1
h + B ( 1)

1 M ( 1)E ( 1)
1 e- C(1)

1
h + A ( 1)

2 M (1) E ( 1)
2 eC

( 1)

2
h+ B ( 1)

2 M( 1) E ( 1)
2 e- C( 1)

2
h +

    D ( 1) M ( 1) E ( 1)
3 - B ( 2)

1 M ( 2)E ( 2)
1 e- C(2)

1
h - B ( 2)

2 M ( 2) E ( 2)
2 e- C( 2)

2
h = 0, ( A6)
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  A ( 1)
1

k ( 1)

Cw
+ S ( 1)

w r ( 1)
C( 1)

1 eC
(1)
1

h - B ( 1)
1

k ( 1)

Cw
+ S ( 1)

w r ( 1)
C( 1)

1 e- C( 1)
1

h +

    A ( 1)
2

k ( 1)

Cw
+ S ( 1)

w s ( 1)
C( 1)

2 eC
(1)
2

h - B ( 1)
2

k ( 1)

Cw
+ S ( 1)

w s ( 1)
C( 1)

2 e- C( 1)
2

h+

    B
( 2)
1

k( 2)

Cw
+ S ( 2)

w r ( 2)
C

(2)
1 e

- C(2)
1

h
+ B

( 2)
2

k ( 2)

Cw
+ S ( 2)

w s ( 2)
C

( 2)
2 e

- C( 2)
2

h
= 0, ( A7)

  A ( 1)
1 [ S ( 1)

T + K ( 1) r ( 1) ] C( 1)
1 eC

( 1)
1

h - B ( 1)
1 [ S ( 1)

T + K ( 1) r ( 1) ] C( 1)
1 e- C(1)

1
h +

    A ( 1)
2 [ S ( 1)

T + K ( 1) s (1) ] C( 1)
2 eC

(1)
2

h - B ( 1)
2 [ S ( 1)

T + K ( 1) s (1) ] C( 1)
2 e- C( 1)

2
h +

    B
( 2)
1 [ S

( 2)
T + K

( 2)
r
( 2)

] C
( 2)
1 e

- C(2)
1

h
+ B

( 2)
2 [ S

( 2)
T + K

( 2)
s
( 2)

] C
( 2)
2 e

- C( 2)
2

h
= 0, ( A8)

式中, r ( i) = f ( i)
1 N( i) + f ( i)

2 , s ( i) = f ( i)
1 G( i ) + f ( i)

2 , u ( i ) = g ( i)
4 / g ( i)

1 , v ( i) = f ( i )
3 + f ( i)

2 g ( i )
4 / g ( i)

1 , t ( i) =

E ( i)
1 / C( i)

1 , w ( i) = E ( i)
2 / C( i )

2 , M ( i) = K( i) + 2G ( i) ( i = 1, 2 为分层编号)# 

于是,可得下面的方程组

  DQ = F, ( A9)

其中

  D =

d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18

d21 d22 d23 d24 d25 d26 d27 d28

d31 d32 d33 d34 d35 d36 d37 d38

d41 d42 d43 d44 d45 d46 d47 d48

d51 d52 d53 d54 d55 d56 d57 d58

d61 d62 d63 d64 d65 d66 d67 d68

d71 d72 d73 d74 d75 d76 d77 d78

d81 d82 d83 d84 d85 d86 d87 d88

, ( A10)

  QT = A ( 1)
1 B (1)

1 A ( 1)
2 B ( 1)

2 C (1) D ( 1) B (2)
1 B ( 2)

2 , ( A11)

  FT = �Ha �p a 0 0 0 0 0 0 , ( A12)

式( A10)中, 各系数的具体表达式可由式( A1) ~ ( A8)对应给出# 
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Thermal Consoli da ti on of L ay er ed Porous Half_S pa ce

to V aria bl e Thermal L oa di ng

BAI Bing

( School of Civil and Architectur e Engin eer in g , Beijing Jia otong Univer sity ,

Beijin g 100044, P . R . China )

A bst ra ct: An analytical method was derived for the thermal consolidation of layered, saturated

porous half_space to variable thermal loading with time. In the coupled governing equations of linear

thermoelastic media, the influences of thermo_osmosis effect and thermal filtration effect were intro-

duced. Solutions in Laplace transform space were first obtained and then numerically inverted. The

responses of a double_layered porous space subjected to exponential decaying thermal loading were

studied. The influences of the differences between the properties of the two layers ( e. g. the coeff-i

cient of thermal consolidation, elastic modulus) on thermal consolidation were discussed. The studies

show that the coupling effects of displacement and stress fields on temperature field can be completely

neglected, however, the thermo_osmosis effect has an obvious influence on thermal responses.

K ey w ords: thermal loading; half_space body; porous medium; numerical integration
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