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随机泛函微分方程的渐近稳定性
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摘要:  应用多个 Liapunov函数讨论了随机泛函微分方程解的渐近行为, 建立了确定这种方程解的

极限位置的充分条件,并且从这些条件得到了随机泛函微分方程渐近稳定性的有效判据, 使实际

应用中构造Liapunov函数更为方便# 同时也说明了该结果包含了经典的随机泛函微分方程稳定性

结果为其特殊情况# 最后给出的结果在随机Hopfield 神经网络中的应用# 
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引   言

1892年 Liapunov 引入确定性动力系统的稳定性概念, 并且开创了稳定性理论研究的 Lia-

punov第二方法,该方法的优点是它无须求系统的解就可判别系统的稳定性, 因而在过去的一

个世纪, Liapunov第二方法一直是稳定性研究中的热点[ 1, 2]# 另一方面, 自 50 年前 ItÉ引入随
机积分后,随机系统的稳定性理论得到迅速发展, 特别是应用Liapunov第二方法研究随机稳定

性
[ 3~ 8]

,但与确定性系统的稳定性研究相比,随机系统的稳定性理论还远未完善,例如现有文

献关于随机稳定性的结果大多数是采用一个 Liapunov函数,而应用多个 Liapunov 函数研究随

机稳定性的结果却很少# 最近文献[ 3]应用多个Liapunov函数研究了随机微分方程的稳定性,

但其结果对随机泛函微分方程不能应用# 鉴于这种情况,本文应用多个 Liapunov 函数讨论了

一般随机泛函微分方程解的渐近行为,建立了确定这种方程解的极限位置的充分条件, 并且

从这些条件得到了随机泛函微分方程渐近稳定性的有效判据, 使实际应用中构造 Liapunov函

数更方便, 同时也说明了本文的结果包含了经典的随机泛函微分方程稳定性结果为其特殊情

况# 需要指出的是, 本文所建立的结果无须 LV 负定,充分利用了随机扰动项的作用, 并且从

理论上解释了一个不稳定的泛函微分方程系统有时加入适当随机扰动后反而稳定# 同时为了

说明本文所建立的结果的有效性, 我们应用本文的结果讨论了随机 Hopfield神经网络的稳定

性# Hopfield神经网络是一种具有广泛应用背景的神经网络系统,特别是在联想记忆与优化计

算中均有重要的应用
[ 9]
, 而这种网络系统的应用都要求网络系统稳定

[ 9~ 11]
, 因此讨论随机

Hopf ield神经网络的稳定性对于设计稳定的神经网络系统具有重要的理论意义和应用价值# 
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并且应用结果表明, 本文所建立的随机稳定结果优于经典的随机稳定结果# 

本文采用以下记号:记 ( 8, F , F t t\0, P ) 为一个带有自然流 F t t\0 的完备概率空间,

B( t ) = ( B1( t ) , B2( t ) , ,, Bm( t ) )
T 是定义于该空间上的 m 维标准布朗运动# +#+为定义

于 R
n 上的Euclidean范数# 设 S > 0, U: [- S, 0] y R

n 为连续函数,具有上确界范数 + U+

= sup
- S[ ; [ 0

| U( H) | , C( [- S, 0] ; Rn
) 记为连续 U函数族# C

b
F
0
( [- S, 0] ; Rn

) 表示 F0可测的有

界的 C( [- S, 0] ; Rn
) _值随机变量N族且有N= N( H) : - S [ H [ 0 ,

  D (R+ ; R+ ) := G I C( R+ ; R+ ) Q
]

0
G( t )dt = ] ,

  W( [- S, 0] ; R+ ) = B I C ( [- S, 0] ; R+ ) Q
0

- S
B( t )dt = 1

表示权函数,

  L
1
( R+ ; R+ ) := G: R+ y R+ Q

]

0
G( t )dt < ]

表示正的可积函数族# K = L I C( R+ ; R+ ) | L(0) = 0, L单调增加 ,

  K ] = L I K | lim
ry ]

L( r ) = ] # 

考虑如下随机泛函微分方程

  dx ( t ) = f ( t , x t )dt + g ( t , x t )dB( t ) ,   t \ 0, ( 1)

在 t \ 0时初始条件 x ( H) : - S [ H [ 0 = N I C
b
F
0
( [- S, 0] ; Rn

)# 这里

  f : R+ @ C( [- S, 0] ; Rn
) y R

n
, g : R+ @ C( [- S, 0] ; Rn

) y R
n@ m

,

xt = x ( t + H) : - S [ H [ 0 它是 C( [- S, 0] ; Rn
) _值随机过程,若 f , g 满足下列基本假设

(H) f 和g 是 Borel可测函数, 对任意 l = 1, 2, ,,存在 cl > 0满足

  +f ( t , U) - f ( t , <) + D +g( t , U) - g ( t , <) + [ cl +U- <+,

其中 U, < I C ( [- S, 0] ; Rn
) 满足 +U+ D +<+ [ l , t \0, 并且还存在常数 c > 0使得对

任意( t , U) I R+ @ C ( [- S, 0] ; Rn
) 有下式成立

  +f ( t , U) + D +g( t , U) + [ c 1 + Q
0

- S
+U( H) +dH # 

由文献[ 6]知,在条件( H)之下,方程( 1)在 t \- S时有唯一连续解,记为 x ( t ; N) , 且任意

p > 0,在 t \ 0时满足

  E[ sup
- S[ s [ t

| x ( H; N) |
p
] < ] # 

令 C
1, 2
( R+ @ R

n
; R+ ) 表示对 t 一次连续可微对 x 二次连续可微的非负函数 V( t , x ) 的全体# 

对任意 V( t , x ) I C
1, 2
( R+ @ R

n
; R+ ) , 定义

  Vt ( t , x ) =
5 V( t , x )

5 t ; Vx ( t , x ) =
5 V( t , x )

5x 1
,
5 V( t , x )
5x 2

, ,,
5 V( t , x )

5xn ,

  Vxx ( t , x ) =
52V( t , x )
5x i5xj n@ n

# 

进一步定义算子 LV: R+ @ C ( [- S, 0] ; R
n
) y R 如下

  LV( t , U) = Vt ( t , U(0) ) + Vx ( t , U(0) ) f ( t , U) +

       1
2 trace[ g

T
( t , U) Vxx( t , U(0) ) g ( t , U) ]# 
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1  主 要结 果

定理 1  设存在函数 U, V I C
1, 2

( R+ @ R
n
; R+ ) , C1, C2 I L

1
( R+ ; R+ ) , X1, X2 I C (R

n
;

R+ ) , A I D (R+ ; R+ ) , B I W( [- S, 0] ; R+ ) , CI C( R+ ; R+ ) , 使 P( t , U) I R+ @ C( [- S, 0] ;

R
n
) , x I R

n 有

  LU( t , U) [ C1( t ) , ( 2)

  LV( t , U) [ C2( t ) - X1( U(0) ) + Q
0

- S
B( H) X2( U( H) )dH, ( 3)

  X1( x ) \ X2( x ) , ( 4)

  C2( t ) - LV( t , U) - X1( U(0) ) + Q
0

- S
B( H) X2( U( H) )dH+

    | Vx ( t , U(0) ) g( t , U) |
2 \ A( t ) C( U( t , U(0) ) ) , ( 5)

则kerC= v \ 0: C( v ) = 0 X ª(空集) ,且任意 N I C
b
F
0
( [- S, 0] ; R

n
) ,方程(1) 的解 x ( t ;

N) 都有

  lim
t y ]

U( t , x ( t ; N) ) I kerC, a. s. ( 6)

证明  固定初始条件 N I C
b
F
0
( [- S, 0] ; Rn

) , x ( t ; N) 简记为 x ( t )# 

第1步先证明

  lim
t y ]

U( t , x ( t ) ) < ] , a. s. ( 7)

由伊藤公式,有

  U( t , x ( t ) ) = U(0, x (0) ) + Q
t

0
LU( s , x s)ds + Q

t

0
Ux( s, x ( s) ) g ( s, xs) dB ( s ) =

    U(0, x (0) ) + Q
t

0
C1( s) ds - Q

t

0
[ C1( s) - LU( s, x s) ] ds +

    Q
t

0
Ux( s , x ( s ) ) g( s, x s)dB ( s)# ( 8)

由半鞅收敛定[ 12]及已知条件Q
+ ]

0
C1( s)ds < ] , C1( s) - LU( s , xs ) \0与( 8)式易推得结

论( 7)成立# 

第2步证明

  Q
]

0
C2( s) - LV( s , x s) - X1( x ( s ) ) + Q

0

- S
B( H) X2( x ( s + H) )dH+

    | Vx( s , x ( s) ) g( s, x s) |
2
ds < ] , a. s. ( 9)

再一次应用伊藤公式,有

  V( t , x ( t ) ) = V(0, x (0) ) + Q
t

0
LV( s, xs )ds + Q

t

0
Vx( s , x ( s ) ) g( s , x s)dB ( s) =

    V(0, x (0) ) +Q
t

0
C2( s)d s - Q

t

0
C2( s) - LV( s , x s) - X1( x ( s) ) +

    Q
0

- S
B( H) X2( x ( s + H) ) dH ds - Q

t

0
X1( x ( s) ) -

    Q
0

- S
B( H) X2( x ( s + H) ) dH ds + Q

t

0
Vx( s , x s) g( s, x s)dB ( s) , ( 10)
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而

  M ( t) =
$

Q
0

- S
X2( x ( s ) )ds + Q

t

0
X1( x ( s ) ) - Q

0

- S
B( H) X2( x ( s + H) )dH ds =

    Q
0

- S
X2( x ( s) ) ds + Q

t

0
X1( x ( s ) )ds - Q

t

- S Q
( r+ S) C t

r D 0
B( r - s) ds X2( x ( r ) ) dr \

    Q
0

- S
X2( x ( s) ) ds + Q

t

0
X1( x ( s ) )ds - Q

t

- S Q
r+ S

r
B( r - s )ds X2( x ( r ) ) dr =

    Q
t

0
[ X1( x ( s) ) - X2( x ( s) ) ] ds \ 0# ( 11)

故在( 10)式两边加 M ( t) 得

  V( t , x ( t ) ) + M ( t) = V(0, x (0) ) + Q
0

- S
X2( x ( s) )ds + Q

t

0
C2( s) ds -

    Q
t

0
C2( s ) - LV( s, xs) - X1( x ( s) ) + Q

0

- S
B( H) X2( x ( s + H) )dH ds +

    Q
t

0
Vx( s , x ( s ) ) g( s , x s)dB ( s)# ( 12)

由已知条件( 3)与( 11)并将半鞅收敛定理[ 12]应用于( 12)式有

  Q
]

0
[ C2( s) - LV( s , x s) - X1( x ( s ) ) + Q

0

- S
B( H) X2( x ( s + H) )dH] ds < ] , a. s. ( 13)

  - ] < lim
t y ]

N ( t) < ] , a. s. ( 14)

其中   N ( t) = Q
t

0
Vx( s , x ( s) ) g ( s, xs) dB ( s)# 

对任意整数 i \ 1,定义停时 Si = inf t \ 0: | N ( t ) | \ i ,这里约定 inf ª = ] ,显然 Si

是单调不减的, 由(14) 式知存在 81 < 8 , P( 81) = 1,使 P X I 81,存在 i ( X) , 使

  Si ( X) = ] ,   i \ i ( X) , ( 15)

又由于 P t \ 0与 i \ 1, 有

  EQ
tC S

i

0
| Vx ( s , x ( s ) ) g( s , x s) |

2ds = E | N ( t C Si ) |
2 [ i

2
,

从而当 t y ] 时,有

  EQ
S
i

0
| Vx ( s, x ( s ) ) g( s , x s) |

2d s [ i
2
,

因此可推出, P i \ 1, 有

  Q
S
i

0
| Vx ( s, x ( s ) ) g( s , x s) |

2d s < ] , a. s.

故存在 82 < 8 , P( 82) = 1,使 P X I 82, i \1, 有

  Q
S
i
( X)

0
| Vx ( s, x ( s , X) ) g( s , x s( X) ) |

2ds < ] , ( 16)

从而当 X I 81 H 82时,由( 15)式与( 16)式有

  Q
]

0
| Vx( s , x ( s , X) ) g( s, x s( X) ) |

2ds =

    Q
S
i ( X)

( X)

0
| Vx( s , x ( s , X) ) g( s, xs( X) ) |

2
ds < ] # 

而P( 81 H 82) = 1, 因此必有
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  Q
+ ]

0
| Vx( s , x ( s) ) g ( s, xs) |

2ds < ] , a. s. ( 17)

由( 13)式与( 17)式知( 9)式成立# 

第3步证明 kerCX ª 及( 6)成立# 

由已知条件( 5)与第 2步中已证明结论( 9) ,有

  Q
]

0
A( t ) C( U( t , x ( t ) ) )dt < ] , a. s. ( 18)

由于第1步中已证明 lim
t y ]

U( t , x ( t ) ) < ] , a. s. ,而 C I C( R+ ; R+ ) , 因此有

  0 [ l im
t y ]

C( U( t , x ( t ) ) ) = C( lim
t y ]

U( t , x ( t ) ) ) < ] , a. s.

若能证明

  lim
t y ]

C( U( t , x ( t ) ) ) = C( lim
t y ]

U( t , x ( t ) ) ) = 0, a. s. ( 19)

则kerC X ª, 且( 6)式成立# 

若( 19)式不成立,则存在 80 < 8 ,且 P( 80) > 0,使 P X I 80, 有

  lim
t y ]

C( U( t , x ( t , X) ) ) > 0# 

因此存在 E( X) > 0与 T( X) > 0,当 t \ T( X) 时,有

  C( U( t , x ( t , X) ) ) \ E( X) ,

故

  Q
]

0
A( t ) C( U( t , x ( t , X) ) )dt \ E( X)Q

+ ]

T ( X)
A( t )dt = ] ,

这与( 18)式矛盾,因此( 19)式成立# 证毕# 

注 1 定理 1 可以认为是随机型的LaSalle定理. 它是将确定性系统的 LaSalle定理推广到随机泛函微分方

程,关于确定性系统的 LaSalle定理与无时滞的随机型 LaSalle定理可参考文献[ 2]和文献[ 4]# 

推论 1  设定理 1的条件满足,如果 kerC= 0 , 且存在 L I J,使 P( t , x ) I R+ @ R
n
,有

L( | x | ) [ U( t , x ) ,则对任意 N I C
b
F
0
( [- S, 0] ; Rn

) , 方程(1) 的解 x ( t ; N) 满足: lim
t y ]

| x ( t ; N)

| = 0, a. s, 即方程( 1)是渐近稳定的# 

从定理1易推出推论 1,故证明略# 

推论 2  设存在 U, V I C
1, 2
( R+ @ R

n
; R+ ) , C1, C2 I L

1
( R+ ; R+ ) , X1, X2 I C( R

n
; R+ ) ,

A I D( R+ ; R+ ) , B I W( [- S, 0] ; Rn
) , L1, L2, L3 I J,使 P( t , U) I R+ @ C( [- S, 0] ; Rn

) ,

x I R
n 有

  LU( t , U) [ C1( t ) , ( 20)

  L1( | x | ) [ U( t , x ) [ L2( | x | ) , ( 21)

  LV( t , U) [ C2( t ) - X1( U(0) ) + Q
0

- S
B( H) X2( U( H) )dH, ( 22)

  X1( x ) \ X2( x ) , ( 23)

  C2( t ) - LV( t , U) - X1( U(0) ) + Q
0

- S
B( H) X2( U( H) )dH+

    | Vx ( t , U(0) ) g( t , U) |
2 \ A( t ) L3( | U(0) | ) , ( 24)

则对任意 N I C
b
F
0
( [- S, 0] ; R

n
) ,方程(1) 的解 x ( t ; N) 满足

  lim
t y ]

| x ( t ; N) | = 0, a. s# ( 25)
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在推论2中取 U = V, C1 = C2 = C, A( t ) = 1, X1 = X2 = 0, 则有下面的推论

推论 3  设存在 V I C
1, 2
( R+ @ R

n
; R+ ) , C I L

1
( R+ ; R+ ) , L1, L2, L3 I K ,使 P( t , U) I

R+ @ C ( [- S, 0] ; Rn
) , x I R

n 有

  L1( | x | ) [ V( t , x ) [ L2( | x | ) , ( 26)

  LV( t , U) [ C( t ) C ( C( t ) + | Vx ( t , U(0) ) g( t , U) |
2
- L3( | U( 0) | ) ) , ( 27)

则对任意 N I C
b
F
0
( [- S, 0] ; Rn

) ,方程(1) 的解 x ( t ; N) 满足

  lim
t y ]

| x ( t ; N) | = 0, a. s# ( 28)

注 2 文献[ 5]和文献[ 6]中关于随机泛函微分方程的稳定性结果除了条件( 26)必须满足外, 通常还需 LV

负定,但是从推论 3 的结论可以看出本文的结果不需 LV 负定(当然 LV负定 ,本文的条件一定满足, 反之则不

一定) , 它可以取正值,并且本文的结果还充分利用了随机的扰动项 | Vx ( t, U(0) ) g( t , U) | 2的作用, 因此推论

3 是文献[ 5]和文献[ 6]中的某些结果的推广# 同时也说明了一个不稳定的泛函微分方程系统有时加入适当

的随机扰动后反而稳定# 

2  应   用

设 B ( t) 是一维布朗运动,考虑下列 n维随机 Hopfield神经网络

  dx( t ) = (- Dx( t ) + Af ( x( t ) ) ) dt + Rx( t )dB ( t) , ( 29)

这里 x = ( x 1, x 2, ,, xn)
T
, D = diag( d 1, d2, ,, dn ) , d i > 0, i = 1, 2, ,, n, A = ( a ij ) n@ n I

R
n@ n 是权矩阵, f ( x) = ( f 1( x 1) , f 2( x 2) , ,, f n ( x n) )

T
, f i ( x i ) = ( e

x
i- e

- x
i ) / ( e

x
i+ e

- x
i ) , i = 1,

2, ,, n, 是激活函数, R I R 是噪声# 式中各项符号的物理意义参见文献[ 9] ~ 文献[ 11]# 

定理 2  设存在正定阵 G, Q使

  G(- D+ A) + (- D + A)
T
G+ R2G = - Q# 

若 Kmin( Q) \ 4+GA +, 则随机Hopfield神经网络( 29)是全局渐近稳定# 

证明  令 V( x) = x
T
Gx, 则

  LV( x( t ) ) = 2xT ( t ) G(- Dx( t ) + Af ( x( t ) ) ) + x
T
( t ) R2Gx( t ) =

    2xT( t ) G(- D + A) x( t ) + x
T
( t ) R2Gx( t ) + 2xT( t ) GA( f ( x( t ) - x( t ) ) [

    - Kmin( Q) | x( t ) |
2
+ 4+GA+ | x( t ) |

2 [ 0,

而

  | Vx( x( t ) ) Rx( t ) |
2
= | 2xT ( t ) GRx( t ) |

2
= 4R2 | xT( t ) Gx( t ) |

2# 

因此

  LV( x( t ) ) [ 0 C ( | Vx( x( t ) ) Rx( t ) |
2
- 4R2 | xT( t ) Gx( t ) |

2
) ,

由推论3易知系统( 29)全局渐近稳定# 证毕# 

注 3 若应用文献[ 5]和文献[ 6]中的随机稳定性理论, LV 必须负定才能保证系统稳定, 因此在定理 2 的

条件下不能判断(29) 稳定,但是应用本文所建立的结果,尽管 LV不负定(仅半负定) , 都能判定( 29)稳定# 因

此本文的随机稳定结果优于经典的随机稳定结果# 
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Asymptotic Stabilities of Stochastic Functional

Differential Equations

SHEN Yi,  JIANG Ming_hui,  LIAO Xiao_xin

( Depa rtm ent of Con tr ol Scien ce an d Engineer in g , Hua zhong Un iv er sity

of Science and Technolo gy , Wuhan 430074, P . R . Chin a )

Abstract: Asymptotic characteristic of the solution of the stochastic functional differential equation

was discussed and sufficient condition was established by multiple Liapunov functions for locating the

limit set of the solution. Moreover, from them many effective criteria on stochastic asymptotic stabil-i

ty, which enable us to construct the Liapunov functions much more easily in application were ob-

tained. The results show that the well_known classical theorem on stochastic asymptotic stability is a

special case of our more general results. In the end, application in stochastic Hopfield neural net-

works is given to verify the results.

Key words: stochastic functional differential equation; stochastic neural network; asymptotic stabil-i

ty; semi_martingale convergence theorem; ItÉ formula
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