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摘要:  引入一类新的 g_Eta_单调映像和一类涉及 g_Eta_单调映像的广义隐似变分包含; 定义了 g_

Eta_单调映像的预解算子, 并证明了其 Lipschitz 连续性;分析和给出了这类涉及 g_Eta_单调映像的

广义隐似变分包含的迭代算法,并证明了其收敛性# 
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引   言

随着计算广义变分不等式、广义拟变分不等式、广义变分包含、广义拟变分包含的近似解

的迭代算法的发展,在 Hilbert 空间,预解算子技巧已越来越重要和有效[ 1_12]# 丁协平[ 3, 9] ,丁

和罗[ 11]和 Lee等[ 8]已在 Hilbert空间利用真泛函的 G _次微分和 G _近似映像研究了一般和广

义拟似变分包含问题# 黄和方[ 12] 已利用极大 G _单调映像研究了一类新的一般变分包含问

题# 最近,方和黄[ 7] 引入了�h_单调算子和�h_单调算子的预解算子的概念,并利用这些概念研

究了一般变分包含的解的存在性和迭代算法# 

在上面研究工作的激发下,我们引入了一类新的 g_G _单调映像并定义了g_G _单调映像

的预解算子;研究了 g_G _单调映像的性质;利用 g_G _单调映像的预解算子和不动点技巧,给

出了逼近涉及 g_G _单调映像的广义隐似变分包含的解的迭代算法;也给出了由该算法生成

的迭代序列的收敛准则# 这些结果改进和推广了近期文献的已知结论# 

1  预 备知 识

假设 H 是实Hilbert空间, 其范数和内积分别为 + # +, 3#, #4# 2H 表示H 的非空子集簇,

CB( H ) 表示 H 的一切非空有界闭子集的簇# 

定义 1. 1[ 10]  映像 G: H @ H y H 称为

( � ) 单调的, 若3G( x , y ) , x - y4 \ 0,对一切 x , y I H 成立;
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( � ) 严格单调的, 若仅当 x = y 时, 本定义( � )中的等号成立;

( � )强单调的, 若存在常数 R > 0使得

  3G( x , y ) , x - y4 \ R+x - y +2
,

对一切 x , y I H 成立;

( � ) Lipschitz连续的,若存在常数 D> 0使得 + G( x , y ) + [ D+x - y +,对一切 x , y I
H 成立# 

定义 1. 2  设映像 G: H @ H y H# 映像 g :H y H 称为

( � ) G _单调的,若3g ( x ) - g ( y ) , G( x , y ) 4 \ 0,对一切 x , y I H 成立;

( � ) 严格 G _单调的, 若仅当 x = y 时, 本定义( � )中的等号成立;

( � ) G _强单调的,若存在常数 r > 0使得

  3g( x ) - g( y ) , G( x , y ) 4 \ r +x - y +2
,

对一切 x , y I H 成立;

( � ) [ 9] Lipschitz连续的,若存在常数 t > 0, 使得

  +g ( x ) - g ( y ) + [ t +x - y +,

对一切 x , y I H 成立;

( � ) [ 9]强单调的,若存在常数 a > 0使得

  3g( x ) - g( y ) , x - y4 \ r +x - y +2
,

对一切 x , y I H 成立# 

定义 1. 3[ 8]  设映像 G:H @ H y H# 映像 M :H y 2H 称为

( � ) G _单调的,若对一切 x , y I H , u I M ( x ) , v I M( y ) 都有3u - v, G( x , y )4 \ 0;

( � ) 极大 G _单调的,若它是 G _单调的且没有其它的G _单调映像满足它的 Graph严格

包含咱 M 的 Graph中# 

若 g = I (恒等映像) , 则定义 1. 2 ( � )、( � )、( � )分别退化为定义 1. 1 ( � )、( � )、

( � )# 若对一切 x , y I H 都有G( x , y ) = x - y , 则定义1. 3分别退化为多值映像M 的单调和

极大单调映像且定义 1. 2( � )退化为定义 1. 2 ( � )# 

定义 1. 4
[ 13]  设 A , T : H y CB( H ) 是集值映像和 N , G: H @ H y H 是单值映像# 

( � ) 称 N (#, #) 在第一变元关于 A 是 G _强单调的,若存在常数 A> 0使得

  3N ( w 1, #) - N ( w 2, #) , G( x 1, x 2) 4 \ A+x 1 - x 2 +2
,

Px 1, x 2 I H , w1 I A( x 1) , w 2 I A ( x 2) ;

( � ) 称 N (#, #) 在第一变元关于 A 是 G _余强制的,若存在常数 S > 0使得

  3N ( w 1, #) - N ( w 2, #) , G( x 1, x 2) 4 \ S+N ( w 1, #) - N( w2, #) +2
,

Px 1, x 2 I H , w1 I A( x 1) , w 2 I A ( x 2) ;

( � ) 称 N (#, #) 关于第一变元是 E1_Lipschitz的, 若存在常数 E1 > 0使得

  +N ( w 1, #) - N ( w 2, #) + [ E1 +w 1- w2 + ,   Pw 1, w 2 I H ,

类似的,我们定义 N( #, #) 关于第二变元是 E2_Lipschitz的;

( � ) 称 A 是 l 1_�H _Lipschitz连续的,若存在常数 l 1 > 0使得

  �H ( A( x ) , A( y ) ) [ l1 +x - y +,   Px , y I H ,

其中 �H (#, #) 表示 CB( H ) 上的Hausdorff距离# 

类似的,定义 T 的 l 2_�H _Lipschitz连续性# 
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2  g_G _单调映像

我们引入 g_G _调映像的概念并讨论其相关性质# 

定义 2. 1  设映像 g: H y H 和映像G:H @ H y H 是单值映像, M : H y 2H 是多值映像# 

称 M 是g_G _单调的,若 M 是 G _单调的且对一切 K> 0都有( g + KM ) ( H ) = H# 

注 2. 1 1) 若 g = I (恒等映像) ,则 g_G _单调映像退化为文献[ 8]和文献[ 12]中的单调映像# 

2) 若对一切 x , y I H 都有G( x , y ) = x - y 且g = �h , 则 g_G _单调映像退化为文献[ 7] 中的�h_单调算

子;

命题 2. 1  设 g : H y H 是严格G _单调的单值映像且M: H y 2H 是g_G _单调映像, 则M

是极大 G _单调的# 

证明  因为 M 是G _单调的,由文献[ 8] 的命题 1知, 只需证明下面性质: 对一切( y , v ) I

Graph( M ) , 3u - v , G( x , y ) 4 \ 0, 蕴含 着 u I M ( x ) 成 立, 其 中 Graph( M ) =

( y , v ) I H @ H : v I M( y ) 为 M 的Graph# 

假设存在 ( x0, u0) /I Graph( M ) 使得

  3u0- v , G( x 0, y ) 4 \0,   P( y , v ) I Graph( M )# ( 1)

因为 M 是g_G _单调映像,对一切 K> 0都有( g + KM) (H ) = H , 则存在( x1, u1) I Graph( M )

使得

  g( x1) + Ku1 = g ( x 0) + Ku0# ( 2)

由( 1)式和( 2)式可得

  K3u0- u1, G( x 0, x1) 4= - 3g ( x 0) - g ( x 1) , G( x 0, x 1)4 \ 0,

由 g 的G _严格单调性,可知 x 0 = x 1# 由(2) 式则有 u0 = u1# 因此( x 0, u0) I Graph( M ) ,这

与假设矛盾# 因此 M 是极大G _单调的# t

下面两个例子说明 M 是g_G _单调的,但不是 G _单调的(见例 1) ; M 是极大G _单调的,

但不是 g_G _单调的(见例 2)# 

例 1  设 H = R# g, M 和G分别定义如下

  g( x ) = x
3
, M ( x ) = x

2
, G( x , y ) = x

2
- y

2
,

则 M 是g_G _单调的,但不是 G _单调的# 

证明  因为对一切 x , y I R 都有

  3M( x ) - M ( y ) , G( x , y )4 = ( x
2

- y
2
)
2 \0# 

因此 M 是 G _单调的# 又因为对一切 x , y I R 都有

  ( g + M) ( x ) = x
3
+ x

2
= x

2
( x + 1) I R,

即 ( g + M ) ( R) = R# 因此 M 是g_G _单调的# 

但因为对一切 x , y I R都有( I + M) ( x ) = x+ x
2 I [- 1/ 4, + ] ) ; 即( I + M) ( R ) X R# 

因此由文献[ 8] 中命题 2知, M 不是极大 G _单调的# t

例 2  设H = R# g, M和G分别定义如下: g( x ) = x
2
, M ( x ) = x 和G( x , y ) = | xy | ( x

- y ) ,则 M 是极大 G _单调的,但不是 g_G _单调的# 

证明  因为对一切 x , y I R都有3M ( x ) - M ( y ) , G( x , y )4= | xy | ( x- y )
2 \0,因此M

是 G _单调的# 又因为对一切 x , y I R 都有( I + M) ( x ) = 2x I R, 即( I + M) ( R ) = R# 

因此由文献[ 8] 中命题 2知, M 是极大 G _单调的# 
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但因为对一切 x , y I R 都有( g + M ) ( x ) = x
2
+ x I [- 1/ 4, + ] ) ,即( g + M) ( R ) X

R# 因此 M 不是g_G _单调的# t

定理 2. 1  设 g : H y H 是严格G _单调的单值映像且M: H y 2H 是g_G _单调映像,则算

子( g + KM )
- 1是单值的# 

证明  对任意给定的 u I H ,设 x , y I ( g + KM )
- 1

( u) , 则有

  - g ( x ) + u I KM ( x ) , - g ( y ) + u I KM( y )# 

由 M 的 G _单调性可知

  0 [ 3(- g ( x ) + u ) - (- g ( y ) + u ) , G( x , y ) 4= - 3g( x ) - g( y ) , G( x , y ) 4# 

又由 g 的严格G _单调性得x = y# 因此( g + KM )
- 1是单值的# t

定义 2. 2  设 g :H y H 是严格G _单调映像且M :H y 2H 是g_G _单调映像# 预解算子

R
g

M , K: H y H 定义如下

  R
g
M, K( x ) = ( g + KM )

- 1
( x ) ,   Px I H# ( 3)

定理 2. 2  设 g :H y H 是G _强单调映像, 其系数为 r ; G: H @ H y H 是Lipschitz连续映

像,其系数为 D; M: H y 2
H
是g_G _单调映像# 则预解算子 R

g
M, K: H y H 是Lipschitz连续的

且系数为 D/ r , 即

  +R
g
M, K( x ) - R

g
M, K( y ) + [ D

r
+x - y + ,   Px , y I H# ( 4)

证明  设任意给定的 x , y I H , 由( 3)可得

  R
g
M, K( x ) = ( g + KM )

- 1
( x ) ,

  R
g
M, K( y ) = ( g + KM )

- 1
( y ) ,

于是有

  1
K( x - g( R

g
M , K( x ) ) ) I M ( R

g
M, K( x ) ) ,

1
K( y - g( R

g
M, K( y ) ) ) I M( R

g
M, K( y )# 

因为 M 是 G _单调的,所以

  1
K

3[ x - g ( R
g

M, K( x ) ) ] - [ y - g( R
g

M , K( y ) ) ] , G( R
g

M, K( x ) , R
g

M, K( y ) )4 \ 0# 

于是有

  +x - y +# + G( R
g
M, K( x ) , R

g
M, K( y ) ) + \3x - y , G( R

g
M, K( x ) , R

g
M, K( y ) ) 4 \

    3g ( R
g
M, K( x ) ) - g( R

g
M, K( y ) ) , G( R

g
M, K( x ) , R

g
M , K( y ) )4 \

    r +R
g

M, K( x ) - R
g

M , K( y ) +2# 

因为 G是 Lipschitz连续的,于是对一切 x , y I H 都有

  +R
g
M, K( x ) - R

g
M, K( y ) + [ D

r
+x - y +# 

注 2. 2 若 g = I , 则命题 2. 1和定理 2. 1退化为文献[ 8]中命题2 和文献[ 12]中定理 2. 1; 定理 2. 2 退化

为文献[ 12]中定理 2. 2;其中 I 是恒等映像# 若 G( x , y ) = x - y , P x , y I H 且g = �h ,则定义 2. 2 即为文献

[ 7] 中�h_单调算子的定义# 

3  广义隐似变分包含

我们在 Hilbert空间引入一类新的与 g_G _单调映像有关的广义隐似变分包含问题# 通过
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利用预解算子技巧给出并分析了逼近广义隐似变分包含的解的新的迭代算法,并证明了该算

法的收敛性# 

设 M: H y 2H 是g_G _单调映像, A , T :H y CB ( H ) 是集值映像且 G, N( #, #) : H @ H y

H 是单值映像# 考虑下列广义隐似变分包含问题:求 x I H , w I A( x ) 且 v I T ( x ) 使得

  0 I N( w , v ) + M ( x )# ( 5)

特例

1) 若 g = I (恒等映像) , G( x , y ) + G( y , x ) = 0, Px , y I H 且M ( x ) = 5G<( x ) 是 <在x

I dom<的G _次微分, 使得对一切 K> 0都有 R ( I + K5G<) = H , 则问题(5) 等价于求 x I H ,

w I A ( x ) , v I T( x ) 使得

  3N ( w , v) , G( y , x )4 \ <( y ) - <( x ) ,   Py I H , ( 6)

其中 <: H y R G + ] 且 <在x I dom<的G _次微分的定义为文献[ 8]、文献[ 9]和文献[ 11]

中相关定义;

2) 若对一切 x I H 都有A , T :H y H ,N ( A( x ) , T ( x ) ) = T( x ) - A( x ) 且 <( x ) = - <( x ) ,

则问题(6) 等价于文献[ 8] 中已研究过的问题:求 x I H 使得 x I dom<且

  3T ( x ) - A( x ) , G( y , x ) 4 \ <( x ) - <( y ) ,   Py I H ; ( 7)

3) 若 G( x , y ) = x - y , Px , y I H , g = �h 且M 是�h_单调算子, A , T :H y H , N ( A ( x ) ,

T( x ) ) = A( x )# 则问题(5) 退化为文献[ 7] 中已研究过的问题:求 x I H 使得

  0 I A( x ) + M ( x )# 

适当选取 M、A、T、G和N( #, #) 的形式, 我们可获得作为问题( 5)特殊情况的已研究过或

新的变分不等式和变分包含问题# 

引理 3. 1  设 g :H y H 是严格 G _单调映像且M : H y 2
H
是g_G _单调映像,则 x I H ,

w I A ( x ) , v I T( x ) 是问题( 5)的解当且仅当

  x I R
g

M, K( g ( x ) - KN ( w , v) ) ,

其中 R
g
M, K= ( g + KM )

- 1
,常数 K> 0# 

由引理3. 1,我们可构造逼近问题( 5)解的迭代算法# 

算法 3. 1  对任意 x 0 I H , w 0 I A( x 0) , v0 I T ( x 0) , 根据 Nadler[ 14]
,我们定义迭代序列

x n 、wn 和 vn 满足

  x n+ 1 = R
g
M, K( g ( x n) - KN ( wn , vn) ) ,

  w n I A( x n) , +wn - wn+ 1 + [ 1+
1

n + 1 �H ( A( xn ) , A ( x n+ 1) ) ,

  vn I T ( x n) , +vn - vn+ 1 + [ 1+
1

n + 1 �H ( T( xn) , T ( xn+ 1) ) ,

  n = 0, 1, 2, ,,

其中 K> 0是常数# 

定理 3. 1  设 g: H y H 是G _强单调映像,其系数为 r 且是Lipschitz连续的, 其系数为 t ;

设映像 G: H @ H y H 是Lipschitz连续的,其系数为 D; M: H y 2
H
是g_G _单调映像; N( #, #)

在第一变元关于 A 是S_G _余强制的, 关于第一变元是 E1_Lipschitz连续的且关于第二变元是

E2_Lipschitz连续的; A 是l1_�H_Lipschitz连续的; T 是l 2_�H _Lipschitz连续的# 假设存在常数 K>

0满足
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0 < m = r - D t
2
- 2r + D2 < rD,

2r < t
2
+ D2, l 1E1 > l 2E2,

r
2
l
2
1E

2
1S \ mrl 2E2 + ( r

2D2- m
2
) ( r

2
l
2
1E

2
1- r

2
l
2
2E

2
2) ,

K-
r
2
l
2
1E

2
1S- mrl 2E2

r
2
l
2
1E

2
1 - r

2
l
2
2E

2
2

<

  
( r

2
l
2
1E

2
1S- mrl2E2)

2
- ( r

2D2- m
2
) ( r

2
l
2
1E

2
1- r

2
l
2
2E

2
2)

r
2
l
2
1E

2
1 - r

2
l
2
2E

2
2

( 8)

则由算法 3. 1生成的迭代序列 xn 、wn 和 vn 分别强收敛于 x、w 和 v 且( x , w , v ) 是问题

( 5)的解# 

证明  由算法 3. 1,引理 3. 1和定理 2. 2, 有

+x n+ 1- nn + = +R
g
M, K( g( xn ) - KN ( wn , vn ) ) - R

g
M, K( g ( x n- 1) - KN ( w n- 1, vn- 1) ) [

  D
r

+g( xn) - g ( x n- 1) - K( N ( w n, vn ) - N ( wn- 1, vn- 1) ) + [

  D
r

+g( xn ) - g ( x n- 1) - G( x n, x n- 1) + +

  +G( x n, x n- 1) - K( N( wn, vn) - N ( w n- 1, vn) ) ++

  K+N ( w n- 1, vn) - N ( w n- 1, vn- 1) + # ( 9)

由 g 的 G _强单调性和 Lipschitz连续性,及 G的 Lipschitz连续性可得

  +g ( x n) - g( xn- 1) - G( x n, xn- 1) + [ t
2
- 2r + D2 +xn - x n- 1+# ( 10)

由N ( #, #) 在第一变元关于A 的S_G _余强制性, 关于第一变元的 E1_Lipschitz连续性,关于第

二变元的 E2_Lipschitz连续性; A 的 l1_�H_Lipschitz连续性及 T 的 l 2_�H_Lipschitz连续性,可得

  + G( xn , x n- 1) - K( N ( w n, vn ) - N ( wn- 1, vn ) ) +2
=

    K2 +N ( wn , vn) - N ( wn- 1, vn) +2
-

    2K3N ( wn , vn) - N( wn- 1, vn) , G( x n, x n- 1)4+ + G( xn , x n- 1) +2 [

    K2l 21E
2
1 1 +

1
n

2

- 2SKl 21E
2
1 1+

1
n

2

+ D2 +xn - x n- 1+2
, ( 11)

  +N ( w n- 1, vn) - N ( w n- 1, vn- 1) + [ l 2E2 1+
1
n

+x n - x n- 1 +# ( 12)

由( 9)式、( 10)式、( 11)式和( 12)式,可得

  +xn+ 1- nn + [ D
r

t
2
- 2r + D2 + Kl2E2 1+

1
n

+

    K2 l
2
1E

2
1 1+

1
n

2

- 2SKl 21E
2
1 1 +

1
n

2

+ D2 +xn - x n- 1 + [

    Hn +xn - x n- 1+ , ( 13)

其中

  Hn =
D
r

t
2
- 2r + D2 + Kl 2E2 1 +

1
n

+

    K
2
l
2
1E

2
1 1+

1
n

2

- 2SKl
2
1E

2
1 1 +

1
n

2

+ D
2 # 

令
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  H=
D
r

t
2
- 2r + D2 + Kl2E2+ K2l 21E

2
1- 2SKl 21E

2
1+ D2 ,

则当 n y+ ] 时, 有 Hn y H# 

由条件( 8)可知 0 < H< 1,因此当 n 充分大时, 有 Hn < 1# 由(13) 式知 xn 是H 中的

Cauchy序列# 设当 n y+ ] 时 xn y x I H ,由算法 3. 1和 A, T 的Lipschitz连续性,可知

  +wn - wn- 1 + [ 1+
1
n
�H ( A( x n) , A ( xn- 1) ) [ l 1E1 1+

1
n

+x n - xn- 1 +,

  +vn - vn- 1 + [ 1 +
1
n
�H ( T ( xn ) , T ( x n- 1) ) [ l 2E2 1 +

1
n

+xn - x n- 1+# 

从而可知 w n 和 vn 都是H 中的 Cauchy序列# 当 n y+ ] 时,令 w n y w 和 vn y v# 

因为当 n y+ ] 时,有

  d( w , A( x ) ) [ +w - wn + + d ( w n, A ( x n- 1) ) [

    +w - wn + + �H ( A ( x n, A ( x n- 1) ) [

    +w - wn + + l 1 +x n - xn- 1 + y 0,

所以 w I A( x )# 同样可得 v I T ( x )# 

令 n y+ ] ,由算法 3. 1及 A、T、g 和N 的 Lipschitz连续性, 可得

  x = R
g

M, K( g ( x ) - KN ( w , v) ) , ( 14)

所以,由引理 3. 1知, ( x , w , v ) 是问题( 5)的解# 
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g_Eta_Monotone Mapping and Resolvent Operator

Technique for Solving Generalized Implicit

Variational_Like Inclusions

ZHANG Qing_bang
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,  DING Xie_ping
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( 1. College of Applied Scien ces , Beijing Univer sity of Techn ology ,

Beijing 100022, P . R . China ;

2. College of Mathema tics and Softw ar e Science , Sichuan Norm al Univer sity ,

Chengdu 610066, P . R . China )

Abstract: A new class of g_Eta_monotone mappings and a class of generalized implicit variational_like

inclusions involving g_Eta_monotone mappings are introduced. The resolvent operator of g_Eta_mono-

tone mappings is defined and its Lipschitz continuity is presented. An iterative algorithm for approx-i

mating the solutions of generalized implicit variational_like inclusions is suggested and analyzed. The

convergence of iterative sequence generated by the algorithm is also proved.

Key words: g_G_monotone mapping; resolvent operator; generalized implicit variational_like inclu-

sion; iterative algorithm
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