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摘要: � 通过对已有可靠性分析中的响应面法的研究,提出了一种高精度的响应面法, 该方法通过

迭代线性插值的策略, 来保证确定响应面的抽样点比经典的响应面法更接近真实的极限状态方

程,并且该方法通过序列线性插值的方法来控制抽样点与插值中心点的距离, 保证随着插值中心

点收敛于真实设计点,抽样点提供更多的关于设计点附近真实极限状态方程的信息, 进而保证了

收敛的响应面能够在设计点附近更好地拟合真实的极限状态方程 ,并得到高精度的失效概率计算

结果�� 算例充分说明了所提方法的合理性与适用性��

关 � 键 � 词: � 响应面法; � 隐式极限状态; � 失效概率

中图分类号: � TB114. 3 � � � 文献标识码: � A

引 � � 言

对于具有隐式极限状态方程的结构系统,传统的一次可靠性方法和二次可靠性方法[ 1_8]难

以实施,在此情况下响应面法被广泛地推荐使用
[ 9_24]

,响应面法的基本思想是:采用响应面函

数来构造隐式极限状态方程的近似显式表达式[ 9_10]�� 已有的工作表明, 如果响应面函数能够

很好的近似实际的隐式极限状态方程, 它将可以得到精度相当高的失效概率估计值�� 为了提

高响应面法的计算精度, 必须考虑两个方面的因素:响应面函数的确定和试验点的确定�� 最常

用的响应面函数是含待定常数的多项式,通过设计试验点采用回归分析或拟合的方法来确定

多项式中的待定常数[ 9, 12, 14]�� 通常多项式次数的提高可以得到更高精度的计算结果, 但这是

以付出更多的计算工作量为代价的
[ 12, 16]

,考虑计算工作量以及数学概念方面的因素, 一般采

用二次多项式(更多的是采用不含交叉项的二次多项式)作为响应面函数的形式��

本文主要研究试验点的选取方法, 响应面法分析隐式极限状态方程可靠性的精度依赖于

试验点[ 9_16]�� 由于设计点附近的区域,或者说失效域中基本变量联合概率密度较大的区域对

失效概率的贡献大, 因此响应面函数应该在此区域对真实极限状态函数有较高的近似精度,由

此得到了试验点选择的一般原则, 即试验点应落在设计点附近�� 大部分文献中采用序列响应

面的方法来实现这个原则以提高计算精度�� 文献[ 18]采用加权响应面法来近似隐式极限状态

方程,以提高可靠性分析的精度,并指出极限状态方程才是响应面法应着重近似的�� 文献[ 14]
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则采用梯度投影的方法来选择响应面的试验点, 该方法的核心是希望确定响应面的试验点落

在离真实的极限状态方程更近的区域上�� 梯度投影方法的主要局限性在于: 其所选择的试验

点需要通过摄动来保证求解响应面的矩阵非病态,而试验点的摄动很难控制�� 本文在已有方

法的基础上提出了一种直接的将试验点选在更接近实际的失效面上的方法, 这种方法不需要

摄动,并且所提方法还通过序列线性插值来强调了设计点的重要性��

1 � 确定响应面试验点的改进方法

1. 1 � 传统试验设计方法

为了讨论简单起见,假设基本随机变量 xi ( i = 1, 2, �, n)是不相关的正态变量,其均值和

标准差分别为 �i和�i , 也即 xi ~ N ( �i , �
2
i )�� 以式(1) 所示的二次不含交叉项的响应面多项式

�g ( �x ) 替代隐式极限状态函数 g( �x ) [ 9]��

� � �g ( �x ) = a0 + �
n

i= 1

bix i + �
n

i= 1

c ix
2
i , ( 1)

其中 a0、bi、ci ( i = 1, 2, �, n) 是2n + 1待定常数,它们可以通过试验设计来确定��

为了确定 2n + 1待定常数, 至少需要 2n + 1试验点,传统响应面法所选择的 2n + 1个试

验点如( 2)式至( 4)式所示��

� � �x 1 = ( �1, �2, �, �n) , ( 2)

� � �xj = ( �1, �2, �, �i + f �i , �, �n) , � � j = 2, 3, �, n + 1; i = j - 1, ( 3)

� � �xj = ( �1, �2, �, �i - f �i , �, �n) ,

� � j = n + 2, n + 3, �, 2n + 1; i = j - ( n + 1) , ( 4)

其中试验点 �x 1是基本随机向量 �x 的均值向量 �x� = ( �1, �2, �, �n) 的试验点,它是中心试验

点, 其它的周围试验点 �xj ( j = 2, 3, �, 2n+ 1) 是在中心试验点附近沿每个坐标轴的正、负方向

偏离 f �i而形成的, f 被称为偏离系数, 常取经验值1~ 3,它确定了试验点的取值范围��

通过在试验点处进行拟合,可以唯一地确定( 1)式中的待定常数�� 以 a
(0)
0 、b

( 0)
i 、c

(0)
i 表示

确定的示于式(5) 中的响应面函数 �g (0)
( �x ) 中的常数,其中上标( 0)表示第一次确定响应面函

数��

� � �g (0)
( �x ) = a

(0)
0 + �

n

i= 1

b
(0)
i xi + �

n

i = 1

c
(0)
i x

2
i = 0�� ( 5)

对于具有显式表达的极限状态方程 �g ( 0)
( �x) = 0, 可以采用一次二阶矩方法来确定其设计

点 �x (0)
D = ( x

(0)
D1 , x

(0)
D2 , �, x

(0)
Dn )�� 通过均值点( �x�, g( �x�) ) 和设计点( �x (0)

D , g ( �x (0)
D ) ) 的线性插值,

可以得到一个接近 g( �x ) = 0的新的试验中心点 �x (1)
M = ( x

(1)
M1 , x

(1)
M2 , �, x

(1)
Mn ) , 其第 i个坐标�x ( 1)

M i

如下所示
[ 9]��

� � x
( 1)
M i = �i + ( x

(0)
Di - �i )

g ( �x�)
g ( �x�) - g( �x (0)

D )
�� ( 6)

以 �x (1)
M 替代( 2)式中的中心试验点, 可得到新的试验点如下

� � �x ( 1)
1 = �x (1)

M = ( x
(1)
M1 , x

(1)
M2 , �, x

(1)
Mn ) , ( 7)

� � �x ( 1)
j = ( x

( 1)
M1 , x

( 1)
M2 , �, x

( 1)
M i + f �i , �, x

(1)
Mn ) , � � j = 2, 3, �, n + 1; i = j - 1, ( 8)

� � �x ( 1)
j = ( x

( 1)
M1 , x

( 1)
M2 , �, x

( 1)
M i - f �i , �, x

(1)
Mn ) ,

� � j = n + 2, n + 3, �, 2n + 1; i = j - ( n + 1)�� ( 9)
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在第一次修正的试验点处,又可以得到新的响应面函数 �g (1)
( �x ) ,此修正过程可以一直进

行下去,直至收敛准则被满足为止�� 一般的收敛准则可表示为不等式 | �x ( k)
D - �x ( k- 1)

D | � �( �

是预先给定的小数)成立��

1. 2 � 改进的试验设计方法

为了提高响应面法的精度,选择试验点应满足以下两个准则: 1) 试验点应该位于真实的

极限状态方程附近, 以使得 g ( �x ) = 0能够被 �g ( �x ) = 0高精度近似; 2) 试验点应落在设计点附

近,以便使得对失效概率贡献大的区域能够很好的被近似��

为满足上述准则,本文提出了具有两个创新点的改进试验设计方法�� 其一是通过均值点

与传统周围试验点的线性插值来得到改进的周围试验点, 这可以保证改进的试验点落在真实

的失效面附近; 其二是采用序列线性插值来控制周围试验点与中心试验点的距离,以保证中心

试验点收敛于真实设计点时, 周围试验点收敛于对失效概率贡献大的区域�� 通过这两点改进,

可以提高响应面方程对真实极限状态方程重要区域的近似,进而提高可靠性分析的精度�� 以

下给出了改进试验设计方法的步骤��

1) 选择二次不含交叉项的多项式作为响应面函数的形式,第一次确定响应面函数的试验

点与传统方法相同, 第一次修正响应面的传统试验点采用如下( 10)式至( 12)式所示的形式表

示:

� � �x ( 1)
1c = ( x

( 1)
1c1 , x

( 1)
1c2 , �, x

( 1)
1cn) = ( x

(1)
M1 , x

(1)
M2 , �, x

(1)
Mn ) , ( 10)

� � �x ( 1)
j = ( x

( 1)
j c1 , x

( 1)
j c2 , �, x

( 1)
j cn) = ( x

( 1)
M1 , x

(1)
M2 , �, x

( 1)
M i + f �i , �, x

(1)
M n ) ,

� � j = 2, 3, �, n + 1; i = j - 1, ( 11)

� � �x ( 1)
j = ( x

( 1)
j c1 , x

( 1)
j c2 , �, x

( 1)
j cn) = ( x

( 1)
M1 , x

(1)
M2 , �, x

( 1)
M i - f �i , �, x

(1)
M n ) ,

� � j = n + 2, n + 3, �, 2n + 1; i = j - ( n + 1) , ( 12)

其中下标中的字母� c�表示传统方法, 上标中的� ( 1)�表示第一次修正响应面函数;

2) 以 ( �x (1)
j c , g ( �x ( 1)

j c ) ) ( j = 2, 3, �, 2n + 1) 和( �x�, g( �x�) ) 进行线性插值,可得到 g ( �x T(1)
j A )

� 0的改进的周围试验点 �x T(1)
j A , �x T(1)

jA 的第 i 个坐标x
T(1)
j Ai 如下所示

� � x
T(1)
j Ai = �i + ( x

(1)
j ci - �i )

g( �x�)
g( �x�) - g( �x (1)

jc )
,

i = 1, 2, �, n; j = 2, 3, �, 2n + 1, ( 13)

x
T( 1)
jAi 用来暂时存放改进的周围试验点的第 i 个坐标;

3) 如果下列不等式成立

� � k0�j- 1 < | �x T( 1)
jA - �x ( 1)

1c | < k1�j- 1, � � j = 2, 3, �, 2n + 1, ( 14)

� � k0�j- ( n+ 1) < | �x T(1)
jA - �x (1)

1c | < k 1�j- ( n+ 1) , � � j = n + 2, n + 3, �, 2n + 1, ( 15)

则最终的改进的周围设计点 �x (1)
j A = ( x

(1)
jA1, x

( 1)
j A2, �, x

(1)
j An) 就被确定了,它就等于暂时周围试验

点,即

� � �x ( 1)
j Ai = �x T(1)

jA1 , � � ( i = 1, 2, �, n; j = 2, 3, �, 2n + 1) , ( 16)

在不等式( 14)和式( 15)中, k0 和 k 1是用来控制周围试验点与中心试验点距离的经验参数,太

远会降低设计点的重要性,而太近的距离又会使得求解响应面系数的矩阵病态,建议的经验取

值为 k0 取 1 ~ 1. 5, 而 k 1取 2~ 3;

4) 如果不等式( 14)和式( 15)不成立, 则需要采用序列线性插值来选取合适的周围试验

点,此时先计算 �x T( 1)
jA ( j = 2, 3, �, 2n + 1) 和 �x ( 1)

1c 的中点, 然后以中点和均值点进行线性插值
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来得到新的周围试验点, 此线性插值的过程可以一直进行下去直至不等式( 14)和式( 15)被满

足;

5) 在确定的改进试验点处修正响应面函数, 响应面函数的修正一直进行下去, 直至响应

面的收敛准则被满足��

通过本文提出的改进,周围试验点被选在了设计点附近, 并且更直接的接近真实的失效

面,这种改进使得设计点的重要性被充分考虑,从而使得设计点附近的区域能够被高精度的近

似,进而使得可靠性分析的精度也得到了提高��

2 � 算 � � 例

2. 1 � 算例 1

非线性极限状态函数 g ( �x ) = exp(0. 2x 1+ 6. 2) - exp(0. 47x 2+ 5. 0) 取自文献[ 14] ,其中

变量 x 1和 x 2为相互独立的标准正态变量�� 图1给出了利用本文方法与经典响应面法对算例

1进行可靠性分析的结果对照, 图1中可靠度指标 �和失效概率P f的相对误差均表示响应面法

相对于精确解的相对误差��

� � � � � ( a) 可靠度指标的对照 � � � � � � � � � � ( b) 可靠度指标相对误差的对照

� � � � � � � ( c) 失效概率的对照 � � � � � � � � � � ( d) 失效概率相对误差的对照

图 1 � 算例 1中本文方法与经典响应面法结果随偏离系数变化曲线的对照

2. 2 � 算例 2

非线性极限状态方程 g( �x ) = exp[ 0. 2x 1+ 1. 4] - x 2也取自文献[ 14] ,其中的变量 x 1和 x 2

是相互独立的正态变量�� 图 2给出了利用本文方法与经典响应面法对算例 2进行可靠性分析

的结果对照��

从图 1和图 2的结果可以看出,当 f 取较大值时传统响应面法计算的失效概率结果与本

文所提方法的结果有较大区别,这种区别随 f 值的减小而减小�� 本文所提方法计算的可靠度
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� � � � � ( a) 可靠度指标的对照 � � � � � � � � � � ( b) 可靠度指标相对误差的对照

� � � � � � ( c) 失效概率的对照 � � � � � � � � � � � � ( d) 失效概率相对误差的对照

图 2 � 算例 2中本文方法与经典响应面法结果随偏离系数变化曲线的对照

指标和失效概率的误差明显小于传统响应面法,而且这种优越性随 f 值增大而增大�� 所提方

法的一个重要优点是其可靠性分析结果对 f 的取值不敏感,在较大的 f 取值范围内,本文所提

方法都可以得到稳健的解��

2. 3 � 算例 3

考虑一悬臂梁的自振频率,假设弹性模量 x 1, 材料密度 x 2, 梁的厚度 x 3 和长度 x 4 均为独

立的正态分布, 其均值和变异系数如表 1所示,对于此悬臂梁进行可靠性分析所建立的非线性

极限状态方程为 g( x 1, x 2, x 3, x 4) = 1. 016 x 1x
2
3/ ( x 2x

4
4) - 360�� 图3给出了利用本文方法与

经典响应面法对算例 3进行可靠性分析的结果对照��
表 1 算例 3中基本变量的分布形式和分布参数

基本变量 分布 均值 变异系数

x 1 正态 107 N/ cm2 0. 1

x 2 正态 2. 5� 10- 4 kg/ cm3 0. 1

x 3 正态 0. 98 cm 0. 1

x 4 正态 20. 0 cm 0. 4

� � 图 3的计算结果表明 f 在 1. 0 ~ 9. 0之间取值时,所提方法均可以算出精确的结果, 而传

统方法只在 f 取1. 0 ~ 4. 0之间的值时才可以算出有一定精度的近似解,这充分说明本文所提

方法对 f 取值不敏感,从而使得所提方法具有广泛适用性��

本文亦对其它大量的算例进行了所提算法的验证,为节省篇幅, 未将这些算例的结果列在

本文中�� 这些未列入文中的大量算例结果也充分表明,所提算法的结果对偏离系数 f 的变化
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是不敏感的�� 对于经典响应面法得不到收敛解的情况,本文方法均可以得到高精度的结果,并

且在这种情况下,本文算法的计算工作量将大大小于传统的经典算法��

� � � � � ( a) 可靠度指标的对照 � � � � � � � � � � ( b) 可靠度指标相对误差的对

照

� � � � � ( c) 失效概率的对照 � � � � � � � � � � � � ( d) 失效概率相对误差的对照

图 3 � 算例 3中本文方法与经典响应面法结果随偏离系数变化曲线的对照

3 � 结 � � 论

1) 本文所提出的响应面的改进试验设计方法可以显著提高隐式极限状态方程可靠性分

析的精度�� 在传统响应面法中,能够保证试验点落在实际失效面附近的线性插值只被用来选

择试验中心点�� 而在所提出的方法中, 确定周围试验点也采用了相同的线性插值的策略,以保

证周围试验点也落在真实失效面附近, 进而使得真实失效面能够很好地被近似�� 为了更好的

拟合对失效概率贡献大的区域中的极限状态方程,本文还提出了序列线性插值的方法,通过控

制周围试验点与中心试验点的距离,来保证周围试验点在中心试验点收敛于设计点时落在感

兴趣的区域��

2) 数值算例充分说明了本文所提方法的优点,与传统的响应面法相比,所提方法不仅在

可靠性分析的精度方面有显著提高,而且在计算的稳定性方面也有较大提高�� 本文算法的计

算工作量在每步迭代中较传统方法有所提高,但由于所提算法的收敛性较传统响应面方法好,

因此总的计算工作量并不一定总是大于传统响应面方法��

3) 本文所提方法的概念与梯度投影方法类似,但本文方法的实现更为直接和简便,因此

本文方法可以看作是梯度投影方法的进一步发展,另外,本文方法可以保证得到的确定响应面

函数的线性系统是非病态的��
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Advanced Response Surface Method for Mechanical

Reliability Analysis

L� Zhen_zhou, � ZHAO Jie, � YUE Zhu_feng

( School of Aeronautics , Nor thw estern Polytechn ica l Univ er sity ,

Xi� an 710072, P . R . China )

Abstract: Based on the classical response surface method ( RSM), a novel RSM using improved ex-

perimental points (EPs) is presented for reliability analysis. Two novel points are included in the pre-

sented method. One is the use of linear interpolation, fromwhich the total EPs for determining the RS

are selected to be closer to the actual failure surface. The other is the application of sequential linear

interpolation to control the distance between the surrounding EPs and the center EP, by which the

presented method can ensure that the RS fits the actual failure surface in the region of maximum like-

lihood as the center EPs converging to the actual most probable point (MPP). Since the fitting prec-i

sion of the RS to the actual failure surface in the vicinity of the MPP, which has significant contribu-

tion to the probability of the failure surface being exceeded, is increased by the presented method, the

precision of the failure probability calculated by RS is increased as well. Numerical examples illustrate

the accuracy and efficiency of the presented method.

Key words: response surface method; implicit limit state; failure probability
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